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Аннотация. Статья содержит как известные, так и новые результаты об автоморфизм-инва-
риантных модулях, автоморфизм-коинвариантных модулях, а также модулях, инвариантных и
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1. Введение
Инъективные и проективные объекты играют очень важную роль во многих математических
категориях. В данной статье изучаются модули, близкие к проективным и инъективным. Все
изучаемые в настоящей работе модули, близкие к инъективным, являются расширением понятия
квазиинъективного модуля. Впервые квазиинъективные модули были введены в [46] как моду-
ли, инвариантные относительно эндоморфизмов своих инъективных оболочек. В этой же работе
было показано, что модуль M квазиинъективен в точности тогда, когда каждый гомоморфизм
из подмодуля модуля M в модуль M продолжается до некоторого эндоморфизма M . Квазиинъ-
ективные модули и их различные обобщения изучались во многих работах. В [42] было введено
понятие псевдоинъективного модуля, т.е. модуля, в котором каждый мономорфизм из подмодуля
модуля M в модуль M продолжается до некоторого эндоморфизма M . Модуль, инвариантный
относительно автоморфизмов своей инъективной оболочки, называется автоморфизм-инвариант-
ным. Впервые автоморфизм-инвариантные модули над конечномерными алгебрами были изуче-
ны С. Диксоном и К. Фуллером в [27]. В последние годы был получен ряд важных результатов об
автоморфизм-инвариантных модулях над произвольными кольцами. В [31] было показано, что
модуль M является псевдоинъективным в точности тогда, когда M — автоморфизм-инвариант-
ный модуль. Условия, при которых автоморфизм-инвариантные модули являются квазиинъек-
тивными, были рассмотрены в [38,50]. Двойственное понятие к автоморфизм-инвариантным мо-
дулям под названием автоморфизм-коинвариантные (или дуально автоморфизм-инвариантные)
модули было недавно изучено в [1, 35, 60]. Общая теория модулей инвариантных и коинвари-
антных относительно автоморфизмов соответственно своей оболочки и своего накрытия была в
последнее время развита в [34, 38, 39].
В серии работ [55–57] Дж. фон Нейман развил теорию непрерывных геометрий и их реализа-
ции с помощью решеток главных правых идеалов непрерывных регулярных колец. Непрерывные
регулярные кольца продолжил изучать Утуми в [68, 69, 71]. Им было показано, что регулярное
кольцо R является непрерывным в точности тогда, когда каждый замкнутый правый подмодуль
модуля RR является прямым слагаемым RR. Непрерывные модули и их обобщения — квазине-
прерывные модули — были введены в [44, 45, 52, 61] как модульные аналоги непрерывных и ква-
зинепрерывных колец, изученных Утуми в [70]. В [33] было показано, что модуль M является
квазинепрерывным в точности тогда, когда модульM инвариантен относительно идемпотентных
эндоморфизмов своей инъективной оболочки. Многие важные свойства непрерывных, квазине-
прерывных модулей и их дуальных аналогов были отражены в монографиях [15,24,26,29,41,51,54].
В настоящей работе представлены известные и новые результаты об автоморфизм-коинва-
риантных модулях и модулях, инвариантных и коинвариантных относительно идемпотентных
эндоморфизмов соответственно своей оболочки и своего накрытия. В первой части дан обзор
результатов, связанных с автоморфизм-инвариантными модулями, изучены автоморфизм-коин-
вариантные модули, рассмотрены условия, при которых автоморфизм-коинвариантные модули
являются квазипроективными. Во второй части работы изложена общая теория модулей инва-
риантных и коинвариантных относительно идемпотентных эндоморфизмов соответственно своей
оболочки и своего накрытия. Из полученных результатов в качестве следствий следуют известные
важные свойства квазидискретных и квазинепрерывных модулей.
Радикал Джекобсона кольца R обозначается через J(R). Тот факт, что N является подмо-
дулем (соответственно, малым подмодулем, существенным подмодулем) модуля M будем обо-
значать N 6M (соответственно, N ≪M , N 6e M). Радикал Джекобсона правого R-модуля M
обозначается через J(M).
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2. Автоморфизм-инвариантные и автоморфизм-коинвариантные модули
2.1. Автоморфизм-инвариантные модули. МодульM называется квазиинъективным (со-
ответственно, псевдоинъективным), если для каждого подмодуля N модуляM каждый гомомор-
физм (соответственно, мономорфизм) f : N → M продолжается до некоторого гомоморфизма
f ′ :M →M .
Модуль M называется автоморфизм-инвариантным, если он удовлетворяет одному из экви-
валентных условий следующей теоремы.
Теорема 2.1 (см. [50, теорема 2]). Пусть M —правый R-модуль. Тогда следующие условия
равносильны:
(1) f(M) ⊆M для каждого f ∈ AutE(M);
(2) каждый изоморфизм между существенными подмодулями модуля M продолжается до эн-
доморфизма модуля M ;
(3) каждый изоморфизм между существенными подмодулями модуля M продолжается до изо-
морфизма модуля M .
Теорема 2.2 (см. [31, теорема 16]). Модуль M является автоморфизм-инвариантным в
точности тогда, когда M —псевдоинъективный модуль.
С. Диксон и К. Фуллер в [27] впервые изучили автоморфизм-инвариантные модули над конеч-
номерными P -алгебрами, у которых поле P состоит из более чем двух элементов. В частности,
ими было доказано следующее утверждение.
Теорема 2.3. Пусть R— конечномерная алгебра над полем P . Если | P |> 2, то для неразло-
жимого правого R-модуля следующие условия равносильны:
(1) M —автоморфизм-инвариантный модуль;
(2) M —квазиинъективный модуль.
Автоморфизм-инвариантные модули над произвольными кольцами были изучены в [31, 36–
39, 48, 50, 59]. Следующие результаты показывают, что ряд хорошо известных и важных свойств
квазиинъективных модулей выполнен также и для автоморфизм-инвариантных модулей.
Теорема 2.4 (см. [37, предложение 1]). Пусть M —автоморфизм-инвариантный модуль и
S = EndM . Тогда J(S) = {f ∈ S | Ker(f) 6e M} и S —полурегулярное кольцо.
Теорема 2.5 (см. [37, следствие 4]). ЕслиM — автоморфизм-инвариантный модуль, то EndM —
чистое кольцо.
Теорема 2.6 (см. [37, теорема 3]). Если M —автоморфизм-инвариантный модуль, то M —
заменяемый модуль.
В следующих утверждениях рассматриваются условия, при которых автоморфизм-инвариант-
ный модуль является квазиинъективным.
Теорема 2.7 (см. [50, предложение 3]). Если 2— обратимый элемент в кольце R, то всякий
автоморфизм-инвариантный правый R-модуль является квазиинъективным.
Теорема 2.8 (см. [50, следствие 13]). Модуль M является квазиинъективным в точности
тогда, когда модуль M является одновременно автоморфизм-инвариантным модулем и CS-
модулем.
Теорема 2.9 (см. [38, теорема 4.9]). Пусть R—коммутативное нетерово кольцо. Конечно
порожденный R-модуль M является автоморфизм-инвариантным в точности тогда, когда
M —квазиинъективный модуль.
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Теорема 2.10 (см. [38, теорема 4.13]). Пусть R— коммутативное артиново кольцо. R-Мо-
дуль M является автоморфизм-инвариантным в точности тогда, когда M — квазиинъектив-
ный модуль.
Модуль M называется автоморфизм-продолжаемым (соответственно, эндоморфизм-продол-
жаемым), если для любого подмодуля X модуля M каждый автоморфизм (соответственно, эн-
доморфизм) модуля X продолжается до эндоморфизма модуля M . Если для любого подмодуля
X модуля M каждый автоморфизм модуля X продолжается до автоморфизма модуля M , то
модуль M называется строго автоморфизм-продолжаемым. Автоморфизм-продолжаемые и эн-
доморфизм-продолжаемые модули были изучены в [4–14,16–22,63–67].
Теорема 2.11 (см. [63, предложение 10.22(1)]). Для полуартинового модуля следующие усло-
вия равносильны:
(1) M — эндоморфизм-продолжаемый модуль;
(2) M —квазиинъективный модуль.
Доказательство. Пусть Q—инъективная оболочка модуля M , S —цоколь модуля Q и f — эндо-
морфизм модуля Q. Достаточно доказать, что f(M) ⊆ M . Заметим, что f(S) ⊆ S. Кроме того,
S ⊆M , поскольку M — существенный подмодуль в Q.
Обозначим через X сумму всех таких подмодулей X ′ в M , что f(X ′) ⊆ X ′. Тогда f(X) ⊆ X,
S ⊆ X и X — существенный подмодуль в M . Если X =M , то f(M) ⊆M . Допустим, что X 6=M .
Тогда ненулевой полуартинов модуль M/X является существенным расширением своего нену-
левого цоколя Y/X, где X ( Y ⊆ M . Так как f(X) ⊆ X и M — эндоморфизм-продолжаемый
модуль, то существует такой эндоморфизм g модуля M , что (f − g)(X) = 0. Кроме того, Y/X —
полупростой модуль. Поэтому (f − g)(Y ) ⊆ S ⊆ X. Так как g(X) ⊆ X, то g индуцирует эндо-
морфизм g модуля M/X с ненулевым цоколем Y/X. Поскольку Y/X —цоколь модуля M/X, то
g(Y/X) ⊆ Y/X. Поэтому g(Y ) ⊆ Y . Следовательно, f(Y ) ⊆ (f − g)(Y ) + g(Y ) ⊆ Y . Кроме того,
Y строго содержит X, что противоречит выбору X. 
Теорема 2.12 (см. [66, теорема 1]). Для полуартинова модуля M равносильны условия:
(1) M —автоморфизм-инвариантный модуль;
(2) M — строго автоморфизм-продолжаемый модуль;
(3) M —автоморфизм-продолжаемый модуль.
Доказательство. Импликация (1)⇒(3) вытекает из теоремы 2.1.
(3)⇒(2). Пусть X1 —подмодуль в M и f1 — его автоморфизм. Надо доказать, что f1 продол-
жается до автоморфизма модуля M . Можно считать, что X1 — существенный подмодуль в M .
Обозначим через W множество всех таких пар (X ′, f ′), что X ′ —подмодуль вM , X1 ⊆ X
′, f ′—
автоморфизм модуля X ′ и f ′ совпадает с f1 на X1. Определим такой частичный порядок на W ,
что (X ′, f ′) 6 (X ′′, f ′′) ⇔ X ′ ⊆ X ′′ и f ′′ совпадает с f ′ на X ′. Непосредственно проверяется, что
объединение любой возрастающей цепи пар из W принадлежит W . По лемме Цорна существует
максимальная пара (X, f). Тогда X = X2 для любой такой пары (X2, f2) ∈ W , что X ⊆ X2 и f2
совпадает с f на X.
Если X = M , то f — автоморфизм модуля M , что и требовалось. Допустим, что X 6= M .
Тогда ненулевой полуартинов модуль M/X является существенным расширением своего ненуле-
вого цоколя Y/X, где X — собственный подмодуль модуля Y ⊆ M . Так как M — автоморфизм-
продолжаемый модуль, то автоморфизмы f и f−1 модуля X продолжаются до эндоморфизмов g
и h модуля M соответственно. Тогда
(1− gh)(X) = 0 = (1− hg)(X).
Так как X ∩ Ker g = X ∩ Ker f = 0 и X — существенный подмодуль в M , то g—мономорфизм.
Кроме того, сужение g на X является автоморфизмом модуля X. Поэтому g индуцирует моно-
морфизм g : M/X → M/X. Так как цоколь Y/X модуля M/X является вполне инвариантным
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подмодулем вM/X, то g(Y/X) ⊆ Y/X. Поэтому g(Y ) ⊆ Y , причем X = g(X) ( g(Y ). Аналогично
получаем, что h(Y ) ⊆ Y , причем X = h(X) ( h(Y ).
Так как M —полуартинов модуль, то M — существенное расширение своего ненулевого цоко-
ля S. Тогда S ⊆ X, поскольку X — существенный подмодуль в M и S —полупростой подмодуль
в M . Кроме того,
(1− gh)(X) = (1− ff−1)(X) = 0
и Y/X —полупростой модуль. Поэтому (1− gh)(Y ) ⊆ S ⊆ X. Тогда
Y ⊆ (1− gh)(Y ) + gh(Y ) ⊆ X + g(Y ) = g(Y ).
Поэтому сужение gY мономорфизма g на Y является автоморфизмом модуля Y и gY —продол-
жение автоморфизма f модуля X. Это противоречит выбору X.
(2)⇒(1). Пусть Q—инъективная оболочка модуляM , u— автоморфизм модуля Q и S —цоколь
модуля Q. Надо доказать, что u(M) ⊆M .
Так какM — существенный полуартинов подмодуль в Q, то S содержится вM и является суще-
ственным подмодулем вM . Так как S —цоколь модуля Q, то u(S) = S = u−1(S). Обозначим через
X сумму всех таких подмодулей X ′ в M , что u(X ′) = X ′ = u−1(X ′). Тогда u(X) = X = u−1(X),
S ⊆ X, X — существенный подмодуль в M .
Если X = M , то u(M) = M , что и требовалось. Допустим, что X 6= M . Тогда ненулевой
полуартинов модуль M/X является существенным расширением своего ненулевого цоколя Y/X,
где X ( Y ⊆M . Так как u(X) = X = u−1(X) иM — сильно автоморфизм-продолжаемый модуль,
то существуют такие автоморфизмы f и g модуля M , что (u − f)(X) = 0 и (u−1 − g)(X) = 0.
Кроме того, Y/X —полупростой модуль. Поэтому
(u− f)(Y ) ⊆ S ⊆ X, (u−1 − g)(Y ) ⊆ S ⊆ X.
Так как f и g— автоморфизмы модуля M и f(X) = X = g(X), то f и g индуцируют автомор-
физмы f и g модуля M/X с ненулевым цоколем Y/X. Так как Y/X —цоколь модуля M/X, то
f(Y/X) = Y/X = g(Y/X), причем f(X) = X = g(X). Поэтому f(Y ) = Y = g(Y ). Кроме того,
(u− f)(Y ) ⊆ Y и (u−1 − g)(Y ) ⊆ Y . Тогда
u(Y ) ⊆ (u− f)(Y ) + f(Y ) ⊆ Y, u−1(Y ) ⊆ (u−1 − g)(Y ) + g(Y ) ⊆ Y.
Поэтому u(Y ) = Y = u−1(Y ) и Y строго содержит X, что противоречит выбору X. 
Следствие 2.13 (см. [16, 21]). Пусть A—кольцо и M —A-модуль. Если M — артинов мо-
дуль или A—полупримарное кольцо, то следующие условия равносильны:
(1) M —автоморфизм-инвариантный модуль;
(2) M — сильно автоморфизм-продолжаемый модуль;
(3) M —автоморфизм-продолжаемый модуль.
Теорема 2.14 (см. [10, теорема 2]). Для регулярного кольца R следующие условия равносиль-
ны:
(1) RR — эндоморфизм-продолжаемый модуль;
(2) R— самоинъективное справа кольцо.
Теорема 2.15 (см. [2, теорема 3]). Для кольца R без делителей нуля следующие условия рав-
носильны:
(1) RR — эндоморфизм-продолжаемый модуль;
(2) кольцо R обладает классическим двусторонним кольцом частных T и вполне целозамкнуто
справа в T .
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Пример 2.16. Каждый квазиинъективный модуль является эндоморфизм-продолжаемым.
Непосредственно проверяется, что Z-модуль Z является эндоморфизм-продолжаемым. Инъек-
тивной оболочкой Z-модуля Z является аддитивная группа рациональных чисел Q. Так как отоб-
ражение α : Q → Q, действующее по правилу q → q/2, является автоморфизмом Z-модуля Q и
αZ 6= Z, то Z-модуль Z не является квазиинъективным.
Пример 2.17. Пусть {Fi}
∞
i=1 — счетное множество экземпляров поля Z/2Z и R—подкольцо
прямого произведения всех Fi, состоящее из всех последовательностей, стабилизирующихся на
конечном шаге. Ясно, что R—регулярное полуартиново кольцо, которое не является самоинъ-
ективным. Тогда согласно теореме 2.12 модуль RR не является эндоморфизм-продолжаемым.
Так как E =
∏∞
i=1 Fi —инъективная оболочка модуля RR, U(R) = {1} и EndRE = {1}, то RR —
автоморфизм-продолжаемый и автоморфизм-инвариантный модуль.
Пример 2.18. Пусть F —поле нулевой характеристики и A— алгебра Вейля над F с двумя
образующими x, y и одним определяющим соотношением xy − yx = 1. Докажем, что AA и AA—
автоморфизм-продолжаемые модули, причем модули AA и AA не являются эндоморфизм-про-
должаемыми. Хорошо известно, что A—простая область главных правых (левых) идеалов, A—
не тело, и группа обратимых элементов U(A) области A совпадает с F \ 0. В частности, U(A)
лежит в центре области A.
Пусть a—ненулевой необратимый элемент области A. Достаточно доказать следующие два
утверждения:
(a) для каждого автоморфизма α модуля aAA существует такой обратимый элемент u ∈ U(A),
что α(ab) = uab для всех b ∈ A;
(b) существует эндоморфизм f модуля aA, который не продолжается до эндоморфизма моду-
ля AA.
(a) Так как α(aA) = aA, то α(a) = au и a = auv для некоторых элементов u, v ∈ A. Тогда
uv = 1. Поскольку A— область, то vu = 1 и u ∈ U(A) ⊂ F . Тогда uab = aub = α(ab) для всех
b ∈ A.
(b) Так как A—простая область и a—ненулевой необратимый элемент, то AaA = A 6= Aa.
Поэтому ab 6⊆ Aa для некоторого элемента b ∈ A. Так как A—нетерова область, то A име-
ет классическое тело частных, содержащее элемент a−1. Тогда aba−1aA ⊆ aA и соотношение
f(ac) = aba−1c задает эндоморфизм f подмодуля aAA в AA. Допустим, что f продолжается до
эндоморфизма ϕ модуля AA. Обозначим d = ϕ(a). Тогда
ab = aba−1a = f(a)a = ϕ(a)a = da ∈ Aa,
Противоречие.
Открытый вопрос 2.19. Пусть M — автоморфизм-продолжаемый правый R-модуль. Верно
ли, что в этом случае модуль M является строго автоморфизм-продолжаемым?
Открытый вопрос 2.20. Является ли эндоморфизм-продолжаемый модуль с существенным
цоколем квазиинъективным?
Открытый вопрос 2.21. Описать эндоморфизм-продолжаемые справа и автоморфизм-про-
должаемые справа групповые кольца. Пример групповой алгебры бесконечной циклической груп-
пы над полем показывает, что в таком случае, в отличие от инъективного случая, группа не
обязана быть периодической.
2.2. Автоморфизм-коинвариантные модули. Модуль M называется квазипроективным
(соответственно, псевдопроективным), если для каждого подмодуля N модуля M каждый гомо-
морфизм (соответственно, эпиморфизм) f :M →M/N поднимается до некоторого гомоморфиз-
ма f ′ :M →M .
МОДУЛИ, ИНВАРИАНТНЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО НЕКОТОРЫХ ЭНДОМОРФИЗМОВ 9
Модуль M называется автоморфизм-коинвариантным, если для каждых малых подмодулей
K1, K2 модуля M всякий малый эпиморфизм ν :M/K1 →M/K2 поднимается до эндоморфизма
θ модуля M :
M M
M/K1 M/K2
✲θ
❄ ❄
✲ν
Очевидно, что каждый квазипроективный модуль является псевдопроективным и каждый псев-
допроективый модуль является автоморфизм-коинвариантным.
Теорема 2.22 (см. [60, теорема 27]). Пусть pi : P → M —проективное накрытие модуля M .
Тогда M —автоморфизм-коинвариантный модуль в точности тогда, когда f(Ker(pi)) = Ker(pi)
для каждого f ∈ AutP .
Следующее утверждение является двойственным аналогом теоремы 2.2.
Теорема 2.23 (см. [35, теорема 2.3]). Пусть R— совершенное справа кольцо. Тогда правый R-
модуль M является автоморфизм-коинвариантным в точности тогда, когда M —псевдопроек-
тивный модуль.
Модуль M называется строго автоморфизм-поднимаемым, если для каждого подмодуля N
модуля M каждый автоморфизм f модуля M/N может быть поднят до автоморфизма f ′ модуля
M . Если для каждого подмодуля N модуля M каждый автоморфизм (соответственно, эндомор-
физм) f модуля M/N может быть поднят до эндоморфизма f ′ модуля M , то M называется
автоморфизм-поднимаемым (соответственно, эндоморфизм-поднимаемым) модулем.
Теорема 2.24 (см. [5]). Если R— совершенное справа кольцо, то для правого R-модуля M
следующие условия равносильны:
(1) M — эндоморфизм-поднимаемый модуль;
(2) M —квазипроективный модуль.
Доказательство. Пусть α : P →M —проективная оболочка модуля M . Без ограничения общно-
сти можно считать, что M = P/Ker(α). Пусть f —произвольный эндоморфизм модуля P . Пусть
X = Ker(α) +
∞∑
i=1
f i(Ker(α))
и α′ : P/Ker(α) → P/X —канонический гомоморфизм. Так как, очевидно, f(X) 6 X, то для
некоторого гомоморфизма f ′ : P/X → P/X выполнено равенство α′αf = f ′α′α. Так как модуль
M является эндоморфизм-поднимаемым, то для некоторого гомоморфизма f ′′ : P/Ker(α) →
P/Ker(α) имеем f ′α′ = α′f ′′. Поскольку модуль P проективен, то для некоторого эндоморфизма
g : P → P выполнено равенство αg = f ′′α. Так как
α′αf = f ′α′α, α′αg = f ′α′α,
то (f − g)(P ) 6 X. Для любого натурального числа n введем обозначения
Yn =
n∑
i=1
f i−1(f − g)(Ker(α)), Y =
∞∑
n=1
Yn.
Докажем по индукции, что Xn = Ker(α) + Yn. Пусть n = 1. Так как g(Ker(α)) ⊆ Ker(α), то
X1 = Ker(α) + f(Ker(α)) + g(Ker(α)) ⊇ Ker(α) + (f − g)(Ker(α)) =
= Ker(α) + Y1 ⊇ Ker(α) + g(Ker(α)) + (f − g)(Ker(α)) ⊇ X1.
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Теперь допустим, что Xn = Ker(α) + Yn. Тогда
Xn+1 = Xn + f
n+1(Ker(α)) = Xn + f
n(f(Ker(α))) + fn(g(Ker(α))) ⊇
⊇ Ker(α) + Yn + f
n(f − g)(Ker(α)) = Ker(α) + Yn+1 ⊇
⊇ Xn + f
ng(Ker(α)) + fn(f − g)(Ker(α)) ⊇ Xn+1.
Так как (f − g)(P ) ⊆ X и Ker(α)—малый подмодуль в P , то (f − g)(Ker(α))—малый подмодуль
в X. Поэтому fn(f −g)(Ker(α))—малый подмодуль в X для всех n, так как fn(X) ⊆ X. Поэтому
Yn —малый подмодуль в X для всех n и Y ⊆ J(X). Так как X = Ker(α) + Y и Y ⊆ J(X), то
X = Ker(α) + J(X). Поскольку кольцо R совершенно справа, то X = Ker(α). Следовательно,
Ker(α)— вполне инвариантный подмодуль модуля P и согласно [72, 18.2] M —квазипроективный
модуль. 
Пример 2.25. Легко видеть, что прюферова группа Zp∞ является автоморфизм-продолжае-
мой, но не является квазипроективной.
Пример 2.26. ПустьM = Z⊕C, где C —конечная циклическая группа порядка 2. Тогда непо-
средственно проверяется, чтоM — автоморфизм-коинвариантный и неквазипроективный модуль.
Пример 2.27. Пусть R—кольцо из п. (2) замечания ??. Так как R— V -кольцо, то над коль-
цом R каждый модуль является автоморфизм-коинвариантным. Из предложения 2.50 следует,
что модуль R⊕R/Soc(R) не является автоморфизм-поднимаемым.
В теоремах 2.3, 2.8 и 2.9 приведены условия для автоморфизм-инвариантного модуля M , при
которых модуль M является квазиинъективным. Естественно возникает задача о нахождении
условий для автоморфизм-коинвариантного модуля M , при которых модуль M является ква-
зипроективным. В настоящем разделе иэта задача изучается для автоморфизм-коинвариантных
модулей над совершенными справа кольцами.
Следующее утверждение непосредственно следует из теоремы 2.22 и [72, 41.15].
Предложение 2.28. Пусть R— совершенное справа кольцо и M —правый R-модуль. Тогда
следующие условия равносильны:
(1) M —модуль со свойством подъема, который является автоморфизм-коинвариантным;
(2) M —квазидискретный модуль и автоморфизм-коинвариантный модуль;
(3) M — pi-проективный модуль и автоморфизм-коинвариантный модуль;
(4) M —автоморфизм-коинвариантный модуль и для каждых подмодулей A, B модуля M из
равенства A + B = M следует существование идемпотента pi ∈ EndM , для которого
выполнены условия pi(M) ⊆ A, (1− pi)(M) ⊆ B;
(5) M —квазипроективный модуль.
Лемма 2.29. Пусть M1 ⊕M2 —автоморфизм-коинвариантный модуль и p1 : P1 → M1, p2 :
P2 →M2 —проективные оболочки. Если P1 ≃ P2, то M1 ≃M2.
Доказательство. По предположению существуют такие подмодули K1, K2 модуля P1, что
K1,K2 ≪ P1, M1 ≃ P1/K1, M2 ≃ P1/K2.
Тогда гомоморфизм
pi : P1 × P1 → P1/K1 × P1/K2, pi(x, y) = (x+K1, y +K2), x, y ∈ P1,
является проективной оболочкой модуля P1/K1 × P1/K2. Рассмотрим автоморфизм ϕ модуля
P1×P1, действующий по правилу ϕ(x, y) = (y, x) для каждых x, y ∈ P1. Так как P1/K1×P1/K2 ≃
M1 ⊕M2 — автоморфизм-коинвариантный модуль, то из теоремы 2.22 следует равенство ϕ(K1 ×
K2) = K1 ×K2. Таким образом, K1 = K2. 
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Лемма 2.30. Пусть pi : P → M —проективное накрытие автоморфизм-коинвариантного
модуля M и P = P1 ⊕ P2 ⊕ P3. Если P1 ≃ P2, то
(1) Ker(pi) = (P1 ∩Ker(pi))⊕ (P2 ∩Ker(pi))⊕ (P3 ∩Ker(pi));
(2) M ≃M1 ⊕M2 ⊕M3, где
M1 =
P1 +Ker(pi)
Ker(pi)
≃
P2 +Ker(pi)
Ker(pi)
=M2, M3 =
P3 +Ker(pi)
Ker(pi)
.
Доказательство. Согласно условию леммы существует изоморфизм f : P1 → P2. Пусть
pii : P → Pi, i = 1, 2, 3, — канонические проекции. Рассмотрим отображения
φ1 : P → P, x1 + x2 + x3 7→ x1 + (x2 + f(x1)) + x3, ∀x1 ∈ P1, x2 ∈ P2, x3 ∈ P3,
φ2 : P → P, x1 + x2 + x3 7→ (x1 + f
−1(x2)) + x2 + x3, ∀x1 ∈ P1, x2 ∈ P2, x3 ∈ P3.
Очевидно, φ1 и φ2 — автоморфизмы модуля P . Так как M — автоморфизм-коинвариантный мо-
дуль, то из теоремы 2.22 следует, что
φ1(Ker(pi)) = Ker(pi), φ2(Ker(pi)) = Ker(pi).
Пусть m ∈ Ker(pi). Для некоторых элементов x1 ∈ P1, x2 ∈ P2 и x3 ∈ P3 имеет место равенство
m = x1 + x2 + x3. Так как
f(x1) = φ1(m)−m, f
−1(x2) = φ2(m)−m ∈ Ker(pi),
то
x1 = φ2(f(x1))− f(x1), x2 = φ1(f
−1(x2))− f
−1(x2) ∈ Ker(pi).
Следовательно, x3 ∈ Ker(pi). Таким образом,
Ker(pi) = (P1 ∩Ker(pi))⊕ (P2 ∩Ker(pi))⊕ (P3 ∩Ker(pi)),
и
M ≃
P
Ker(pi)
≃
P1 ⊕ P2 ⊕ P3
(P1 ∩Ker(pi)) ⊕ (P2 ∩Ker(pi)) ⊕ (P3 ∩Ker(pi))
≃
≃
P1
P1 ∩Ker(pi)
⊕
P2
P2 ∩Ker(pi)
⊕
P3
P3 ∩Ker(pi)
≃M1 ⊕M2 ⊕M3,
где
M1 =
P1 +Ker(pi)
Ker(pi)
, M2 =
P2 +Ker(pi)
Ker(pi)
, M3 =
P3 +Ker(pi)
Ker(pi)
.
ПосколькуM —автоморфизм-коинвариантный модуль, то согласно [60, предложение 11]M1 ⊕M2
также является автоморфизм-коинвариантным модулем. Так как P1 —проективная оболочка
модуля M1 и P2 —проективное накрытие модуля M2, то из леммы 2.29 следует изоморфизм
M1 ≃M2. 
Предложение 2.31. Пусть R— совершенное справа кольцо, M — автоморфизм-коинвари-
антный правый R-модуль и pi : P → M —проективное накрытие модуля M . Если P —прямая
сумма попарно изоморфных локальных модулей, то M —квазипроективный модуль.
Доказательство. Рассмотрим произвольный эндоморфизм f модуля P . Согласно [25, след-
ствие 5.3] имеет место равенство f = e + g, где e ∈ EndR(P )—идемпотент и g ∈ AutP . Со-
гласно [32, теорема 3.10] имеют место равенства
eP =
⊕
i∈I
Ai, (1− e)P =
⊕
i∈I′
Bi,
где Ai, Bj —локальные проективные модули для каждых i ∈ I, j ∈ I
′. Пусть
pii :
(⊕
i∈I
Ai
)
⊕
(⊕
i∈I′
Bi
)
→ Ai, pi
′
j :
(⊕
i∈I
Ai
)
⊕
(⊕
i∈I′
Bi
)
→ Bj
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— естественные проекции для каждых i ∈ I, j ∈ I ′. Так как модули из множества {Ai}i∈I∪{Bi}i∈I′
попарно изоморфны, то из леммы 2.30 следует, что
pii(Ker(pi)) ⊆ Ker(pi), pi
′
j(Ker(pi)) ⊆ Ker(pi)
для каждых i ∈ I, j ∈ I ′. Следовательно, e(Ker(pi)) ⊆ Ker(pi). Так как M — автоморфизм-коинва-
риантный модуль, то согласно теореме 2.22 g(Ker(pi)) = Ker(pi). Таким образом, Ker(pi)— вполне
инвариантный подмодуль модуля P и, следовательно, согласно [72, 18.2] M —квазипроективный
модуль. 
Кольцо R называется примарным, если R/J(R)—кольцо матриц над некоторым телом.
Следствие 2.32. Пусть R— совершенное справа кольцо. Если R—прямое произведение при-
марных колец, то каждый автоморфизм-коинвариантный правый R-модуль является квази-
проективным.
Кольцо, в котором каждый идемпотентный элемент является центральным, называется нор-
мальным.
Следствие 2.33. Пусть R—нормальное совершенное справа кольцо. Тогда каждый авто-
морфизм-коинвариантный правый R-модуль является квазипроективным.
Лемма 2.34. Пусть M —автоморфизм-коинвариантный модуль и pi : P → M — его проек-
тивное накрытие. Если P = P1⊕P2 — разложение модуля P и α, 1− α—автоморфизмы модуля
P1 для некоторого α ∈ EndP1, то Ker(pi) = (Ker(pi) ∩ P1)⊕ (Ker(pi) ∩ P2).
Доказательство. Пусть P = P1 ⊕ P2 и существует такой автоморфизм α модуля P1, что 1 − α
также является автоморфизмом модуля P1. Тогда α⊕1P2 , (1−α)⊕1P2 — автоморфизмы модуля P .
Так как M — автоморфизм-коинвариантный модуль, то из теоремы 2.22 следуют равенства
(α⊕ 1P2)(Ker(pi)) = Ker(pi), [(1− α)⊕ 1P2 ](Ker(pi)) = Ker(pi).
Пусть m—произвольный элемент из подмодуля Ker(pi) и m = p1 + p2 ∈ Ker(pi), где p1 ∈ P1 и
p2 ∈ P2. Тогда
α(p1) + p2 ∈ Ker(pi), p1 − α(p1) + p2 ∈ Ker(pi).
Следовательно, p1 + 2p2 ∈ Ker(pi). Тогда p1 = 2m − (p1 + 2p2) ∈ Ker(pi) и p2 ∈ Ker(pi). Таким
образом,
m = p1 + p2 ∈ (Ker(pi) ∩ P1)⊕ (Ker(pi) ∩ P2).
Лемма доказана. 
Предложение 2.35. Пусть R— совершенное справа кольцо, M — автоморфизм-коинвари-
антный правый R-модуль и pi : P → M —проективное накрытие модуля M . Если для каждого
прямого слагаемого P ′ модуля P существует такой гомоморфизм α ∈ EndP ′, что α, 1 − α ∈
AutP ′, то M — квазипроективный модуль.
Доказательство. Пусть M — автоморфизм-коинвариантный правый R-модуль и pi : P →M —
проективное накрытие модуляM . Покажем, что Ker(pi) является вполне инвариантным подмоду-
лем модуля P . Рассмотрим произвольный эндоморфизм f модуля P . Согласно [25, следствие 5.3]
имеет место равенство f = e + g, где e ∈ EndR P —идемпотент и g ∈ EndR P — автоморфизм.
Предположим, что e 6= 0. Из условия исходного предложения следует, что α, 1 − α ∈ Aut eP для
некоторого α ∈ EndR P . Тогда из леммы 2.34 следует равенство
Ker(pi) = [e(P ) ∩Ker(pi)] ⊕ [(1 − e)(P ) ∩Ker(pi)].
Следовательно, e(Ker(pi)) ⊆ Ker(pi). Если e = 0, то включение e(Ker(pi)) ⊆ Ker(pi) очевидно. Так
как M — автоморфизм-коинвариантный модуль, то согласно теореме 2.22 g(Ker(pi)) = Ker(pi).
Таким образом, Ker(pi)— вполне инвариантный подмодуль модуля P и, следовательно, соглас-
но [72, 18.2], M —квазипроективный модуль. 
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Следствие 2.36. Пусть R— совершенное справа кольцо, M — автоморфизм-коинвариант-
ный правый R-модуль и pi : P → M —проективное накрытие модуля M . В таком случае ес-
ли Aut(eP/eJ(P ))—неединичная группа для каждого локального идемпотента e ∈ EndR P , то
M —квазипроективный модуль.
Доказательство. Пусть P ′ —ненулевое прямое слагаемое модуля P . Согласно [32, теорема 3.10]
имеет место изоморфизм
P ′ ∼= e1R
(A1) ⊕ . . .⊕ enR
(An),
где e1, . . . , en — ортогональные примитивные идемпотенты кольца R, в сумме дающие единицу.
Из [72, 22.2] следуют изоморфизмы
EndR P
′/J(EndR P
′) ∼= EndR(P
′/J(P ′)) ∼= EndR((e1R/e1J(R))
(A1) ⊕ . . .⊕ (enR/enJ(R)
(An)).
Следовательно, для некоторого целого числа k > 1 имеет место изоморфизм
EndR P
′/J(EndR P
′) ∼= EndT1(V1)× . . .× EndTk(Vk),
где V1, . . . , Vk —ненулевые векторные пространства соответственно над телами T1, . . . , Tk. Из усло-
вия следствия 2.36 вытекает, что |Ti| > 2 для каждого i. Тогда, очевидно, существует такой
элемент
α = α+ J(EndR P
′) ∈ EndR P
′/J(EndR P
′),
что 1 − α, α обратимы в кольце EndR P
′/J(EndR P
′). Следовательно, α, 1 − α ∈ Aut(P ′) и по
предложению 2.35 M —квазипроективный модуль. 
Следствие 2.37. Пусть R— совершенное справа кольцо, у которого каждый гомоморфный
образ не изоморфен кольцу вида Mn(Z2). Тогда каждый автоморфизм-коинвариантный правый
R-модуль является квазипроективным.
Доказательство. Если кольцо R удовлетворяет условию следствия 2.37, то EndR(eR/eJ(R)) ≇ Z2
для каждого локального идемпотента e из кольца R. Тогда из следствия 2.36 следует, что каждый
автоморфизм-коинвариантный правый R-модуль является квазипроективным. 
Следствие 2.38. Пусть R— совершенное справа кольцо, у которого двойка обратима. Тогда
каждый автоморфизм-коинвариантный правый R-модуль является квазипроективным.
Следствие 2.39. Пусть R—полусовершенное кольцо, у которого каждый гомоморфный об-
раз не изоморфен кольцу вида Mn(Z2). Тогда каждый конечно порожденный автоморфизм-ко-
инвариантный правый R-модуль является квазипроективным.
Доказательство аналогично доказательству следствия 2.37.
Предложение 2.40. Пусть M —автоморфизм-коинвариантный неразложимый модуль.
Предположим, что модуль M и каждый его простой фактор-модуль обладают проективной
оболочкой. Тогда либо M —локальный квазипроективный модуль, либо для каждого максималь-
ного подмодуля N модуля M группа Aut(M/N) является единичной.
Доказательство. Предположим, что существует такой максимальный подмодуль N модуля M ,
что группа Aut(M/N) не является единичной. Пусть S = M/N и pi : P → M и pi1 : P1 → S —
проективные оболочки. Так как модуль P1 изоморфен прямому слагаемому модуля P , то без
ограничения общности можно считать, что P1 —прямое слагаемое модуля P и P = P1 ⊕ P2, где
P2 6 P . Заметим, что согласно [47, 11.4.1], P1 —локальный модуль. Так как |EndR S| > 2, то
существует такой гомоморфизм σ ∈ EndR S, что σ 6= 0 и σ 6= 1. Тогда σ и 1− σ — автоморфизмы
модуля S. Так как P1 —проективный локальный модуль, то существует автоморфизм σ1 модуля
P1, для которого выполнено равенство σ ◦ pi1 = pi1 ◦ σ1. Тогда (1 − σ) ◦ pi1 = pi1 ◦ (1 − σ1) и,
следовательно, 1− σ1 — автоморфизм модуля P1. По лемме 2.34 имеет место равенство
Ker(pi) = (Ker(pi) ∩ P1)⊕ (Ker(pi) ∩ P2).
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Тогда
M ≃
P
Ker(pi)
≃
P1
Ker(pi) ∩ P1
⊕
P2
Ker(pi) ∩ P2
.
Так как M —неразложимый модуль и Ker(pi) ∩ P1 ≪ P1, то P2 = Ker(pi) ∩ P2. Поскольку
Ker(pi) ∩ P2 ≪ P2, то P2 = 0. Таким образом, P = P1. Покажем, что Ker(pi)—вполне инвари-
антный подмодуль модуля P . Пусть α—произвольный эндоморфизм модуля P . Так как EndP —
локальное кольцо, то α = e + β, где β — автоморфизм модуля P и либо e = 0, либо e = 1. Так
как M — автоморфизм-коинвариантный модуль, то согласно теореме 2.22 β(Ker(pi)) = Ker(pi).
Следовательно, α(Ker(pi)) 6 Ker(pi). Таким образом, Ker(pi)— вполне инвариантный подмодуль
модуля P . Следовательно, согласно [72, 18.2], M ∼= P/Ker(pi)—квазипроективный модуль. 
Теорема 2.41. Пусть R— совершенное справа кольцо,M —неразложимый автоморфизм-ко-
инвариантный правый R-модуль и pi : P →M —проективное накрытие модуля M . Если модуль
M не является квазипроективным, то P =
⊕
i∈I P , где {Pi}i∈I —попарно неизоморфные нераз-
ложимые проективные модули и EndPi/J(EndPi) ∼= Z2 для каждого i ∈ I.
Теорема 2.41 вытекает из леммы 2.30 и предложения 2.40.
Следствие 2.42. Пусть R—конечномерная алгебра над полем P . Если | P |> 2, то для
неразложимого правого R-модуля следующие условия равносильны:
(1) M —автоморфизм-коинвариантный модуль;
(2) M —квазипроективный модуль.
Следующее утверждение было установлено в [35]. Приведенное ниже доказательство этого
утверждения отлично от доказательства, приведенного в [35].
Теорема 2.43. Пусть R—полусовершенное кольцо. Тогда каждый конечно порожденный ав-
томорфизм-коинвариантный правый R-модуль является псевдопроективным.
Доказательство. Пусть M — автоморфизм-коинвариантный конечно порожденный правый R-
модуль, N —подмодуль модуля M , pi : M → M/N — естественный гомоморфизм и f : M →
M/N — эпиморфизм правых R-модулей. Согласно [72, 42.6], модуль M обладает проективной
оболочкой α : P → M . Из [72, 41.15, 42.6] следует, что для некоторых подмодулей P1, P2, P
′
1, P
′
2
модуля P выполнены условия
P = P1 ⊕ P2, P1 6 Ker(piα), P2 ∩Ker(piα)≪ P2,
P = P ′1 ⊕ P
′
2, P
′
1 6 Ker(fα), P
′
2 ∩Ker(fα)≪ P
′
2.
Ясно, что piα|P2 , fα|P ′2 —проективные оболочки модуля M/N . Следовательно, существует изо-
морфизм h1 : P
′
2 → P2, для которого выполнено равенство piα|P2h1 = fα|P ′2 . Так как соглас-
но [47, 11.4.2], P —конечная прямая сумма модулей, у которых кольца эндоморфизмов являют-
ся локальными, то из теоремы Крулля—Ремака—Шмидта следует существование изоморфизма
h2 : P
′
1 → P1. Тогда h1 ⊕ h2 — автоморфизм модуля P , и из теоремы 2.22 следует равенство
h1 ⊕ h2(Ker(α)) = Ker(α).
Следовательно, для некоторого гомоморфизма h :M →M имеет место равенство α(h1⊕h2) = hα.
Так как piα|P2h1 = fα|P ′2 и 0 = piαh2(P
′
1) = fα(P
′
1), то piα(h1 ⊕ h2) = fα. Тогда
fα = piα(h1 ⊕ h2) = pihα.
Поскольку α— сюръективный гомоморфизм, то f = pih. 
Замечание 2.44. Изложение настоящего раздела основывается на [1, 5].
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2.3. Автоморфизм-поднимаемые модули. Напомним некоторые понятия, которые будут
использованы в дальнейшем. Подмодуль B модуля M называется аддитивным дополнением для
A в M , если A + B = M и B —наименьший элемент в множестве всех подмодулей X 6 M , для
которых выполнено равенство A+X =M .
МодульM называется дополняемым, если каждый его подмодуль обладает аддитивным допол-
нением в M . Если для каждых подмодулей A, B модуля M , для которых выполнено равенство
A + B = M , существует такое аддитивное дополнение C для A в M , что C ⊆ B, то модуль M
называется строго дополняемым. Модуль M называется слабо дополняемым, если для каждого
его подмодуля A существует такой подмодуль B модуля M , что A+B =M и A ∩B ≪M .
Следующее утверждение проверяется непосредственно.
Лемма 2.45. Пусть M —автоморфизм-поднимаемый модуль. Если подмодуль X модуля M
является вполне инвариантным, то фактор-модуль M/X является автоморфизм-поднимае-
мым.
Пример 2.46. Для каждого простого числа p и каждого собственного подмодуля A Z-модуля
Zp∞ фактор-модуль Zp∞ /A является автоморфизм-поднимаемым.
Лемма 2.47. Каждое прямое слагаемое автоморфизм-поднимаемого модуля является авто-
морфизм-поднимаемым.
Доказательство. Пусть M = N⊕H — автоморфизм-поднимаемый модуль. Покажем, что модуль
N является автоморфизм-поднимаемым. Пусть K —произвольный подмодуль модуля N и θ—
автоморфизм модуля N/K. Существует естественный изоморфизм φ : N/K →M/(K+H). Тогда
θ′ = φ ◦ θ ◦ φ−1 — автоморфизм модуля M/(K +H). Так как модуль M автоморфизм-поднимаем,
то существует эндоморфизм α′ модуля M , для которого выполнено равенство p2 ◦ α
′ = θ′ ◦ p2,
где p2 : M → M/(K + N
′)— естественный гомоморфизм. Пусть p1 : N → N/K — естественный
гомоморфизм, ι : N → M — включение и pi : M → N —каноническая проекция. Таким образом,
имеет место следующая коммутативная диаграмма:
N M M N
N/K M/(K +N ′) M/(K +N ′) N/K
✲ι
❄
p1
✲α
′
❄
p2
✲pi
❄
p2
❄
p1
✲φ ✲θ
′
✲φ
−1
Пусть α = pi◦α′◦ι : N → N . Тогда θ◦p1 = p1◦α. Таким образом, модуль N является автоморфизм-
поднимаемым. 
Лемма 2.48. Для дополняемого модуля M следующие условия равносильны:
(1) M —автоморфизм-поднимаемый модуль;
(2) для каждого малого подмодуля X модуля M каждый автоморфизм фактор-модуля M/X
поднимается до сюръективного эндоморфизма M .
Доказательство. Импликация (1)⇒(2) очевидна.
(2)⇒(1). Пусть X —произвольный подмодуль модуляM . По предположению существует такой
подмодуль Y модуля M , что M = X + Y и X ∩ Y ≪M . Тогда
M/X ≃ Y/(X ∩ Y ), M/(X ∩ Y ) = X/(X ∩ Y )⊕ Y/(X ∩ Y ).
Покажем, что каждый автоморфизм модуля M/X поднимается до эндоморфизма M . Так как
модули M/X и Y/(X ∩ Y ) естественно изоморфны, то достаточно показать, что для каждого
автоморфизма α модуля Y/(X ∩ Y ) существует эндоморфизм α¯ модуля M , для которого вы-
полнено равенство α ◦ pi = pi ◦ α¯, где эпиморфизм pi : M → Y/(X ∩ Y ) задан согласно правилу
pi(x + y) = y + (X ∩ Y ) для всех x ∈ X, y ∈ Y . Пусть ϕ—произвольный автоморфизм модуля
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Y/(X ∩ Y ). Положим φ = 1X/(X∩Y ) ⊕ ϕ : M/(X ∩ Y ) → M/(X ∩ Y ). Согласно предположению
существует такой эндоморфизм ψ : M → M , что φ ◦ p = p ◦ ψ, где p : M → M/(X ∩ Y )—
естественная проекция. Тогда ϕ ◦ pi = pi ◦ ψ. 
Следствие 2.49. Пусть M — дополняемый модуль и для каждого эндоморфизма ϕ моду-
ля M , у которого Ker(ϕ)≪M , 1−ϕ— автоморфизмM . Тогда для модуляM следующие условия
равносильны:
(1) M —автоморфизм-поднимаемый модуль;
(2) для каждого малого подмодуля X модуля M каждый автоморфизм фактор-модуля M/X
поднимается до автоморфизма M .
Доказательство. Импликация (1)⇒(2) следует из леммы 2.48.
(2)⇒(1). Пусть M — автоморфизм-поднимаемый модуль, X ≪ M и α : M/X → M/X —изо-
морфизм. Тогда для некоторых гомоморфизмов h1, h2 :M →M выполнены равенства
α ◦ p = p ◦ h1, α
−1 ◦ p = p ◦ h2,
где p : M → M/X — естественный гомоморфизм. Так как X ≪ M , то h1, h2 — эпиморфизмы, у
которых ядра являются малыми подмодулями модуля M . Несложно заметить, что
Ker(h1 ◦ h2)≪M, Ker(h2 ◦ h1)≪M.
Если либо h1 ◦ h2 6= 1, либо h2 ◦ h1 6= 1, то соответственно либо 1 − h1 ◦ h2, либо 1 − h2 ◦ h1
изоморфизм. Поскольку
p ◦ (1− h1 ◦ h2) = 0, p ◦ (1− h2 ◦ h1) = 0,
то p = 0. Получили противоречие. Таким образом, h1 ◦ h2 = 1 и h2 ◦ h1 = 1. 
Модуль M называется нильпотентно-поднимаемым, если для каждого подмодуля N моду-
ля M каждый нильпотентный эндоморфизм f модуля M/N может быть поднят до некоторого
эндоморфизма f ′ модуля M . Ясно, что каждый автоморфизм-поднимаемый модуль является
нильпотентно-поднимаемым.
Предложение 2.50. Если M = X ⊕ Y —нильпотентно-поднимаемый модуль, то X явля-
ется Y -проективным и Y является X-проективным.
Доказательство. Пусть N —подмодуль модуля M , для которого выполнено равенство
N + Y =M , и A = N ∩ Y . Тогда для некоторого гомоморфизма f : X → Y/A имеем
N = {x+ y | x ∈ X, y ∈ f(x) +A}.
Пусть pi : M → M/A— естественный гомоморфизм, M = M/A и S = (S + A)/A для каждого
S 6M . ТогдаM = X⊕Y . Пусть f : X → Y — гомоморфизм, индуцированный гомоморфизмом f .
Тогда отображение g : M → M , действующее по правилу g(x + y) = f(x) (x ∈ X , y ∈ Y ),
является нильпотентным эндоморфизмом модуля M , который согласно условию поднимается до
некоторого эндоморфизма h модуля M . Тогда h(x) + A = f(x) (x ∈ X). Следовательно, 〈h〉 ⊆ N
и 〈h〉 ⊕Y =M . Таким образом, согласно [26, 4.12] модуль X проективен относительно модуля Y .
X-Проективность модуля Y доказывается аналогично. 
Следствие 2.51. Каждый нильпотентно-поднимаемый модуль является D3-модулем. В
частности, каждый автоморфизм-поднимаемый модуль является D3-модулем.
Пример 2.52. Z-Модули Z2 и Z являются автоморфизм-поднимаемыми. Согласно предложе-
нию 2.50, Z-модуль Z2⊕Z не является автоморфизм-поднимаемым.
Следствие 2.53. Для кольца R следующие условия равносильны:
(1) R— классически полупростое кольцо;
(2) каждый конечно порожденный правый R-модуль является автоморфизм-поднимаемым;
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(3) всякая прямая сумма двух автоморфизм-поднимаемых правых R-модулей является авто-
морфизм-поднимаемым модулем.
Если модуль M обладает проективным накрытием p : P → M и для каждого нильпотентно-
го эндоморфизма f ∈ EndP выполнено условие f(Ker(α)) ⊆ Ker(α), то модуль M называется
нильпотентно-коинвариантным.
Теорема 2.54. Пусть M —нильпотентно-поднимаемый модуль, обладающий проективной
оболочкой. Тогда модуль M является нильпотентно-коинвариантным.
Доказательство. Пусть α : P → M —проективная оболочка модуля M . Без ограничения общ-
ности можно считать, что M = P/Ker(α). Пусть f —нильпотентный эндоморфизм модуля P .
Покажем, что f(Ker(α)) 6 Ker(α). Так как эндоморфизм f нильпотентен, то для некоторого
натурального числа n имеем fn = 0.
Тот факт, что f(Ker(α)) 6 Ker(α), докажем с помощью индукции по n. При n = 1 утвер-
ждение очевидно. Предположим, что доказываемое утверждение верно для n− 1. Так как
(f2)n−1 = 0, то по предположению индукции f2(Ker(α)) 6 Ker(α). Пусть N = Ker(α)+ f(Ker(α))
и α′ : P/Ker(α)→ P/N —канонический гомоморфизм. Согласно предположению индукции име-
ем
f(Ker(α) + f(Ker(α))) = f(Ker(α)) + f2(Ker(α)) 6 Ker(α) + f(Ker(α)).
Тогда для некоторого гомоморфизма f ′ : P/N → P/N выполнено равенство α′αf = f ′α′α.
Так как модуль M является нильпотентно-поднимаемым, то для некоторого гомоморфизма
f ′′ : P/Ker(α)→ P/Ker(α) имеем f ′α′ = α′f ′′. Поскольку модуль P проективен, то для некоторо-
го эндоморфизма g : P → P выполнено равенство αg = f ′′α. Так как α′αf = f ′α′α и α′αg = f ′α′α,
то (f−g)(P ) 6 N . Для произвольного элемента p ∈ P существуют такие элементы p1, p2 ∈ Ker(α),
что f(p)− g(p) = f(p1) + p2. Так как
α(f − g)(p − p1) = α(p2 + g(p1)) = 0,
то p ∈ Ker(α(f − g)) + Ker(α). Тогда
P = Ker(α(f − g)) + Ker(α) = Ker(α(f − g))
и, следовательно, (f − g)(P ) 6 Ker(α). Поскольку g(Ker(α)) 6 Ker(α), то
f(Ker(α)) 6 (f − g)(Ker(α)) + g(Ker(α)) 6 Ker(α).
Теорема 2.54 доказана. 
Теорема 2.55. Пусть R— совершенное справа кольцо, M — конечно порожденный нильпо-
тентно-коинвариантный правый R-модуль. Если M/J(M) = S1 ⊕ . . . ⊕ Sn, где S1, . . . , Sn —по-
парно изоморфные простые правые R-модули и n > 1, то модуль M квазипроективен.
Доказательство. Пусть pi : P → M —проективная оболочка модуля M и e = e2 ∈ EndP . Для
некоторого 1 6 n0 6 n имеют место разложения
eP = P1 ⊕ . . .⊕ Pn0 , (1− e)P = Pn0+1 ⊕ . . .⊕ Pn,
где Pi —локальные модули для каждого 1 6 i 6 n и Pi ∼= Pj для каждых 1 6 i, j 6 n. Пусть
pii : P1 ⊕ . . . ⊕ Pn → Pi — естественная проекция для каждого 1 6 i 6 n. Рассмотрим произ-
вольные различные индексы i, j из множества {1, . . . , n}. С помощью рассуждений, аналогичных
рассуждениям из доказательства леммы 2.30, можно показать, что имеет место равенство
Ker(pi) = (Pi ∩Ker(pi))⊕ (Pj ∩Ker(pi)) ⊕
(( ⊕
k∈{1,...,n}\{i,j}
Pk
)
∩Ker(pi)
)
.
Следовательно, pii(Ker pi) ⊆ Kerpi, pij(Ker pi) ⊆ Kerpi. Таким образом, pii(Kerpi) ⊆ Kerpi для каж-
дого i ∈ {1, . . . n}. Следовательно, e(Kerpi) ⊆ Kerpi.
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Рассмотрим произвольный эндоморфизм f модуля P . Поскольку
EndP/J(EndP ) ∼= End(P/J(P )) ∼=Mn(End(S1))
и n > 1, то согласно [40, следствие 1.5]
f + J(EndP ) = F (e1, . . . , em),
где e1, . . . , em ∈ EndP/J(EndP )—идемпотенты и F ∈ Z 〈x1, . . . , xm〉. Поскольку J(EndP )—
ниль-идеал, то
e1 = f1 + J(EndP ), . . . , em = fm + J(EndP )
для некоторых идемпотентов f1, . . . , fm ∈ EndP . Тогда
f = F (f1, . . . , fm) + n,
где n ∈ EndP —нильпотентный элемент. Поскольку M —нильпотентно-коинвариантный модуль
и F (f1, . . . , fm)(Ker pi) ⊆ Kerpi, то f(Kerpi) ⊆ Kerpi. Таким образом, Kerpi— вполне инвариантный
подмодуль модуля P и, следовательно, согласно [?][18.2]W91 модуль M квазипроективен. 
Модуль M называется бесквадратным, если M не имеет таких ненулевых подмодулей X ⊕ Y ,
что X ∼= Y . Следующее утверждение непосредственно следует из доказательства предыдущей
теоремы.
Теорема 2.56. Пусть R— совершенное справа кольцо, M —нильпотентно-коинвариантный
неразложимый правый R-модуль. Тогда фактор-модуль M/J(M) является бесквадратным.
Теорема 2.57 (см. [60, теорема 20]). Следующие условия равносильны для абелевой группы G:
(1) группа G автоморфизм-инвариантна;
(2) группа G квазипроективна;
(3) группа G дискретна.
В качестве приложения результатов, изложенных выше, докажем следующую теорему, опи-
сывающую периодические автоморфизм-поднимаемые абелевы группы, которая впервые была
установлена в [3].
Теорема 2.58 (см. [3]). Пусть M —периодическая абелева группа. Тогда следующие условия
равносильны:
(1) M — эндоморфизм-поднимаемая абелева группа;
(2) M —автоморфизм-поднимаемая абелева группа;
(3) имеет место разложение
M =
(⊕
p∈I
Zp∞
)
⊕
(⊕
p∈I′
(⊕
Zpmp
))
,
где I, I ′ —множества простых чисел, пересечение которых пусто.
Доказательство. Импликации (1)⇒(2) и (3)⇒(1) проверяются непосредственно.
(2)⇒(3). Предположим, что M — автоморфизм-поднимаемая периодическая абелева группа.
Абелева группа M представима в виде прямой суммы делимой группы и редуцированной груп-
пы. Из предложения 2.50 следует, что M = (
⊕
p∈I Zp∞) ⊕ K, где K —редуцированная группа
и I —некоторое множество простых чисел. Покажем, что каждая p-компонента Kp группы K
является прямой суммой циклических групп одного и того же порядка pn. Пусть B — базисная
подгруппа p-компоненты Kp группы K. Для некоторого подмножества L группы Kp имеет ме-
сто разложение B =
⊕
x∈L xZ. Если элементы x, y ∈ L(x 6= y) имеют различные порядки p
k1 и
pk2 соответственно, то Zpk1 ⊕Zpk2 — автоморфизм-поднимаемая группа. Тогда группы Zpk1 и Zpk2
взаимно проективны, что невозможно. Таким образом, все элементы L имеют один и тот же по-
рядок pn. Следовательно, поскольку группа K редуцированна, то B = Kp. В результате получаем
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разложение K =
⊕
p∈I′(⊕Zpmi ), где I
′ —некоторое множество простых чисел. Поскольку группа
Zp∞ ⊕ Zpn не является автоморфизм-поднимаемой для каждого простого p, то I ∩ I
′ = ∅. 
Следующее утверждение является широким обобщением предыдущей теоремы.
Теорема 2.59 (см. [14, теорема 2.1]). Пусть M —периодический модуль над ограниченным
наследственным нетеровым первичным кольцом R. Тогда следующие условия равносильны:
(1) M — pi-проективный модуль;
(2) M — эндоморфизм-поднимаемый модуль;
(3) каждая примарная компонента модуля M является либо неразложимым инъективным мо-
дулем, либо проективным модулем над фактор-кольцом кольца R по аннулятору этой при-
марной компоненты.
Теорема 2.60. Следующие условия равносильны для кольца R:
(1) R— совершенное справа кольцо;
(2) для каждого правого R-модуля M существует такой эпиморфизм f : N → M , что N —
автоморфизм-поднимаемый модуль и Ker(f)≪ N ;
(3) каждый плоский правый R-модуль является автоморфизм-поднимаемым.
Доказательство. Импликации (1)⇒(2) и (1)⇒(3) очевидны.
(2)⇒(1). Пусть M —правый R-модуль. Для некоторого свободного модуля F имеет место эпи-
морфизм ψ : F → M . Согласно условию (2) существует такой эпиморфизм φ : S → F ⊕M , что
S —автоморфизм-поднимаемый модуль и Ker(φ) ≪ S. Пусть p1 : F ⊕M → F — естественная
проекция. Тогда S = Ker(p1 ◦ φ) ⊕ T , где T 6 S. Пусть M
′ = Ker(p1φ). Несложно заметить, что
f = φ|M ′ :M
′ →M — эпиморфизм и Ker(f)≪M ′.
Существует гомоморфизм ψ : F →M ′, для которого коммутативна следующая диаграмма:
F
M ′ M 0
❄
ψ
♣
♣
♣
♣
♣
♣
♣
♣✠
ψ
✲f ✲
Поскольку Ker(f)≪M ′, то ψ— эпиморфизм. Так как модульM ′⊕F автоморфизм-поднимаем, то
согласно предложению 2.50, M ′ является F -проективным модулем. Таким образом, эпиморфизм
ψ является расщепляющимся и, следовательно, модуль M ′ проективен.
(3)⇒(1). ПустьM —плоский правый R-модуль и ϕ : F →M — эпиморфизм, где F — свободный
модуль. Так как согласно условию (3) модуль F ⊕M автоморфизм-поднимаем, то модуль M F -
проективен. Следовательно, эпиморфизм ϕ является расщепляющимся. Таким образом, модуль
M проективен. 
Доказательство следующих двух утверждений аналогично доказательству предыдущей теоре-
мы.
Теорема 2.61. Следующие условия равносильны для кольца R:
(1) R—полусовершенное кольцо;
(2) для каждого конечно порожденного правого R-модуля M существует такой эпиморфизм
f : N →M , что N — автоморфизм-поднимаемый модуль и Ker(f)≪ N .
Теорема 2.62. Следующие условия равносильны для кольца R:
(1) R—полурегулярное кольцо;
(2) для каждого конечно представимого правого R-модуля M существует такой эпиморфизм
f : N →M , что N — автоморфизм-поднимаемый модуль и Ker(f)≪ N .
Предложение 2.63. Каждый автоморфизм-коинвариантный слабо дополняемый модуль яв-
ляется строго автоморфизм-поднимаемым.
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Доказательство. Пусть X —подмодуль модуля M и f :M/X →M/X — автоморфизм. Согласно
условию существует такой подмодуль Y модуля M , что X + Y =M и X ∩ Y ≪M . Ясно, что
M/Y ∩X = X/X ∩ Y ⊕ Y/X ∩ Y.
Пусть
pi : X/X ∩ Y ⊕ Y/X ∩ Y → Y/X ∩ Y
—каноническая проекция и g :M/X∩Y →M/X — естественный гомоморфизм. Так как Ker(pi) =
Ker(g), то существует изоморфизм φ : Y/X ∩ Y → M/X, для которого выполнено равенство
φpi = g. Рассмотрим отображение
h : X/X ∩ Y ⊕ Y/X ∩ Y → X/X ∩ Y ⊕ Y/X ∩ Y, h(a+ b) = a+ φ−1fφ(b),
где a ∈ X/X ∩Y , b ∈ Y/X ∩Y . Несложно заметить, что h—изоморфизм модулей и φ−1fφpi = pih.
Таким образом, fg = gh. Так как M — автоморфизм-коинвариантный модуль, то согласно [60,
следствие 2] существует автоморфизм h′ :M →M , для которого выполнено равенство hg′ = g′h′,
где g′ :M →M/X ∩ Y — естественный гомоморфизм. Таким образом, fgg′ = gg′h′. 
Радикальным рядом модуля M называется убывающая цепочка
M ⊇ J1(M) = J(M) ⊇ . . . ⊇ Jα(M) ⊇ Jα+1(M) ⊇ . . . ,
где Jα(M) = J(Jα−1(M)) для каждого непредельного ординального числа α и Jα(M) =⋂
β<α
Jβ(M) для каждого предельного ординального числа α.
Теорема 2.64. Пусть R— совершенное справа кольцо и M —правый R-модуль. Тогда имеют
место следующие утверждения:
(1) если M —модуль Хопфа, то следующие условия равносильны:
(a) M — автоморфизм-поднимаемый модуль;
(b) M — автоморфизм-коинвариантный модуль;
(2) для модуля M следующие условия равносильны:
(a) M — строго автоморфизм-поднимаемый модуль;
(b) M — автоморфизм-коинвариантный модуль;
(3) для модуля M следующие условия равносильны:
(a) M — автоморфизм-коинвариантный модуль;
(b) для всяких малых подмодулей K1 и K2 модуля M каждый автоморфизм φ : M/K1 →
M/K2 поднимается до автоморфизма модуля M ;
(c) для каждого малого подмодуля K модуля M каждый автоморфизм φ : M/K → M/K
поднимается до автоморфизма модуля M .
Доказательство. (1) Импликация (b)⇒(a) следует из предложения 2.63 и того факта, что каж-
дый правый модуль над совершенным справа кольцом является строго дополняемым.
(a)⇒(b). Пусть P —проективный модуль, K ≪ P и M = P/K. Предположим, что f : P → P —
автоморфизм. Покажем, что f(K) = K. Обозначим через ϕ : P → P/K естественный гомомор-
физм. С помощью трансфинитной индукции покажем, что
f(ϕ−1(Jα(P/K))) = ϕ−1(Jα(P/K)) для каждого ординала α.
Поскольку K ≪ P и f — автоморфизм, то
f(ϕ−1(J(P/K))) = f(J(P )) = J(P ) = ϕ−1(J(P/K)).
Предположим, что для каждого ординала β < α выполнено равенство
f(ϕ−1(Jβ(P/K))) = ϕ−1(Jβ(P/K)).
Если α—предельный ординал, то, очевидно,
f(ϕ−1(Jα(P/K))) = ϕ−1(Jα(P/K)).
МОДУЛИ, ИНВАРИАНТНЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО НЕКОТОРЫХ ЭНДОМОРФИЗМОВ 21
Предположим, что α—непредельный ординал. Обозначим через ϕ′ : P/K → P/ϕ−1(Jα(P/K))
естественный гомоморфизм. Согласно индуктивному предположению
f(ϕ−1(Jα−1(P/K))) = ϕ−1(Jα−1(P/K)).
Следовательно, существует изоморфизм
f ′ : P/ϕ−1(Jα−1(P/K))→ P/ϕ−1(Jα−1(P/K)),
для которого коммутативна следующая диаграмма:
P P
P/K P/K
P/ϕ−1(Jα−1(P/K)) P/ϕ−1(Jα−1(P/K))
✲f
❄
ϕ
❄
ϕ
❄
ϕ′
❄
ϕ′
✲f
′
Тогда
f ′ ◦ ϕ′ ◦ ϕ = ϕ′ ◦ ϕ ◦ f.
Поскольку P/K — автоморфизм-поднимаемый модуль, то существует эндоморфизм g : P/K →
P/K, для которого коммутативна диаграмма
P/K P/K
P/ϕ−1(Jα−1(P/K)) P/ϕ−1(Jα−1(P/K))
✲g
❄
ϕ′
❄
ϕ′
✲f
′
.
Из проективности модуля P следует существование гомоморфизма g′ : P → P , для которого
коммутативна следующая диаграмма:
P P
P/K P/K
✲g
′
❄
ϕ
❄
ϕ
✲g
Из коммутативности последних двух диаграмм следует, что
(f − g′)(P ) 6 ϕ−1(Jα−1(P/K)) 6 J(P )≪ P.
Так как модуль P проективен, то f − g′ ∈ J(EndP ). Тогда g′ — автоморфизм модуля P . Сле-
довательно, g является эпиморфизмом. Так как P/K —модуль Хопфа, то g является автомор-
физмом модуля P/K. Тогда g′(Ker(ϕ)) = Ker(ϕ). Поскольку для каждого ординала γ выполнено
равенство
g(Jγ(P/K)) = Jγ(P/K),
то
g′(ϕ−1(Jγ(P/K))) = ϕ−1(Jγ(P/K)).
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Так как
(f − g′)(ϕ−1(Jα−1(P/K))) 6 (f − g′)(J(P )) 6 J(ϕ−1(Jα−1(P/K))),
ϕ(J(ϕ−1(Jα−1(P/K)))) 6 J(Jα−1(P/K)) = Jα(P/K),
то
(f − g′)(ϕ−1(Jα−1(P/K))) 6 ϕ−1(Jα(P/K)).
Следовательно,
f(ϕ−1(Jα(P/K))) 6 (f − g′)(ϕ−1(Jα(P/K))) + g′(ϕ−1(Jα(P/K))) 6 ϕ−1(Jα(P/K)).
Предположим, что
f(ϕ−1(Jα(P/K))) 6= ϕ−1(Jα(P/K)).
Так как
f(ϕ−1(Jα−1(P/K))) = ϕ−1(Jα−1(P/K)),
то существует такой элемент m ∈ ϕ−1(Jα−1(P/K)), что
m 6∈ ϕ−1(Jα(P/K)), f(m) ∈ ϕ−1(Jα(P/K)).
Поскольку f(m) = (f − g′)(m) + g′(m) и f(m), (f − g′)(m) ∈ ϕ−1(Jα(P/K)), то
g′(m) ∈ ϕ−1(Jα(P/K)).
С другой стороны, g′ является автоморфизмом и
g′(ϕ−1(Jα(P/K))) = ϕ−1(Jα(P/K));
следовательно, m ∈ ϕ−1(Jα(P/K)). Получили противоречие. Таким образом,
f(ϕ−1(Jα(P/K))) = ϕ−1(Jα(P/K)).
Так как R— совершенное справа кольцо, то K = ϕ−1(Jα0(P/K)) для некоторого ординала α0.
Следовательно, f(K) = K и модуль M является автоморфизм-коинвариантным.
(2) Импликация (b)⇒(a) следует из предложения 2.63. Доказательство импликации (a)⇒(b)
аналогично доказательству импликации (a)⇒(b) из п. (1).
(3) Импликация (a)⇒(b) следует из [60, следствие 2]. Импликация (b)⇒(c) очевидна. Доказа-
тельство импликации (c)⇒(a) аналогично доказательству импликации (a)⇒(b) из п. (1). 
Следствие 2.65. Пусть R—артиново справа кольцо и M —конечно порожденный правый
R-модуль. Тогда следующие условия равносильны:
(1) модуль M является автоморфизм-коинвариантным;
(2) модуль M является автоморфизм-поднимаемым;
(3) модуль M является строго автоморфизм-поднимаемым.
Кольцо R называется инвариантным справа, если каждый правый идеал кольца R является
идеалом.
Предложение 2.66. Пусть R—нормальное артиново справа кольцо. Тогда следующие усло-
вия равносильны:
(1) каждый циклический правый R-модуль является автоморфизм-коинвариантным;
(2) каждый циклический правый R-модуль является автоморфизм-поднимаемым;
(3) каждый циклический правый R-модуль является квазипроективным;
(4) R—инвариантное справа кольцо.
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Доказательство. Эквивалентность (1)⇔(2) вытекает следует из следствия 2.65. Импликация
(4)⇒(3) следует из [41, теорема 10.13]. Импликация (3)⇒(2) очевидна.
(1)⇒(4). Без ограничения общности можно считать, что кольцо R является локальным. Пусть
A— собственный правый идеал кольца R. Поскольку кольцо R локально, то либо r, либо 1 − r
обратимый элемент кольца R. Тогда согласно [60, теорема 27], либо rA ⊆ A, либо (1 − r)A ⊆ A.
Следовательно, rA ⊆ A и A левый идеал кольца R. Таким образом, R—инвариантное справа
кольцо. 
Согласно теореме 2.24 каждый эндоморфизм-поднимаемый правый R-модуль над совершен-
ным справа кольцом R является квазипроективным. В связи с этим результатом естественной
является задача о нахождение условий, при которых автоморфизм-поднимаемый правый R-мо-
дуль M является квазипроективным.
Теорема 2.67. Пусть R—артиново справа кольцо иM —правый R-модуль. Тогда следующие
условия равносильны:
(1) M —квазипроективный модуль;
(2) M —автоморфизм-поднимаемый модуль, для которого выполнено равенство M =
⊕
IMi,
где Mi —полый модуль для каждого i ∈ I.
Доказательство. Импликация (1)⇒(2) следует из [49, теорема 3.4].
(2)⇒(1). Предположим, что M =
⊕
IMi — автоморфизм-поднимаемый модуль и Mi —полый
модуль для каждого i ∈ I. Из леммы 2.47 следует, что для каждого i ∈ I модуль Mi является
полым и автоморфизм-поднимаемым. Несложно заметить, что для каждого i ∈ I Mi —локаль-
ный модуль. Из следствия 2.65 следует, что для каждого i ∈ I модуль Mi является автоморфизм-
коинвариантным. Тогда из [60, теорема 30] следует, что для каждого i ∈ I модульMi квазипроек-
тивен. Из предложения 2.50 следует, что модули Mi и Mj взаимно проективны для каждых i 6= j
из I. Тогда согласно [51, предложение 4.35] модуль Mj является M -проективным для каждого
j ∈ I. Таким образом, согласно [51, предложение 4.32] модуль M квазипроективен. 
Замечание 2.68. Заметим, что условие артиновости справа для кольца R из предыдущей
теоремы не может быть опущено. Действительно, например, Zp∞ является неквазипроективным,
полым и автоморфизм-поднимаемым Z-модулем.
Следующее утверждение непосредственно следует из теоремы 2.67 и [49, теорема 3.4].
Следствие 2.69. Пусть R— артиново справа кольцо и M —правый R-модуль. Тогда следу-
ющие условия равносильны:
(1) M —автоморфизм-поднимаемый модуль, который является модулем со свойством подъ-
ема;
(2) M —квазипроективный модуль.
Следствие 2.70. Пусть R—артиново полуцепное кольцо и M —правый R-модуль. Тогда
следующие условия равносильны:
(1) M —автоморфизм-поднимаемый модуль;
(2) M —квазипроективный модуль;
(3) M —автоморфизм-коинвариантный модуль.
Теорема 2.71. Пусть R—артиново справа кольцо и M — конечно порожденный автомор-
физм-поднимаемый правый R-модуль и pi : P → M —проективное накрытие модуля M . Если
P —прямая сумма попарно изоморфных локальных модулей, то модуль M является квазипро-
ективным.
Доказательство. Согласно следствию 2.65 модуль M является автоморфизм-коинвариантным.
Тогда квазипроективность модуля M следует из предложения 2.31. 
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Следствие 2.72. Пусть R—нормальное артиново справа кольцо и M —конечно порожден-
ный правый R-модуль. Тогда следующие условия равносильны:
(1) M —автоморфизм-поднимаемый модуль;
(2) M —квазипроективный модуль;
(3) M —автоморфизм-коинвариантный модуль.
Открытый вопрос 2.73. ПустьM — автоморфизм-поднимаемый правый R-модуль и R— со-
вершенное справа кольцо. Верно ли, что в этом случае модуль M является строго автоморфизм-
поднимаемым?
Открытый вопрос 2.74. Описать кольца, над которыми каждый циклический правый R-
модуль является автоморфизм-коинвариантным (автоморфизм-поднимаемым).
Замечание 2.75. Этот раздел основан на результатах, полученных совместно А. Н. Абызовым
и Ч. К. Куинем.
3. X -Идемпотентно коинвариантные и X -идемпотентно инвариантные модули
3.1. Относительно инъективные и относительно проективные модули. Пусть A, B —
правые R-модули. Модуль A называется B-инъективным (или инъективным относительно B),
если всякая диаграмма в Mod-R с точной строкой
0 B′ B
A
✲
❄
g
✲f
может быть дополнена до коммутативной диаграммы
0 B′ B
A
✲
❄
g
✲f
 
 
 ✠
g
Как показывает следующее утверждение, относительную инъективность модулей можно опре-
делить с помощью инъективных оболочек.
Теорема 3.1. Пусть R—кольцо,M,N —правые R-модули и ι1 :M → E(M), ι2 : N → E(N)—
инъективные оболочки соответственно модулейM и N . Тогда следующие условия равносильны:
(1) модуль M —N -инъективен;
(2) для каждого гомоморфизма f : E(N) → E(M) существует гомоморфизм g : N → M , для
которого коммутативна диаграмма
N E(N)
M E(M)
✲ι2
❄
g
❄
f
✲ι1
В частности, модуль M квазиинъективен в точности тогда, когда M является вполне инва-
риантным подмодулем в своей инъективной оболочке.
Доказательство. (1)⇒(2). Пусть f : E(N)→ E(M)— гомоморфизм модулей и
N0 = {n ∈ N | f(n) ∈M}.
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Согласно условию п. (1) существует такой гомоморфизм f ′ : N → M , что f ′(n) = f(n) для
каждого n ∈ N0. Предположим, что (f − f
′)N 6= 0. Тогда для некоторых n ∈ N и r ∈ R имеем
(f − f ′)(nr) ∈M, (f − f ′)(nr) 6= 0.
Следовательно, nr ∈ N0 и f(nr) 6= f
′(nr), что невозможно. Таким образом, (f − f ′)N = 0.
(2)⇒(1). Пусть N0 6 N и f : N0 → M — гомоморфизм модулей. Так как E(M)—инъектив-
ный модуль, то гомоморфизм f продолжается до некоторого гомоморфизма f ′ : E(N) → E(M).
Согласно условию п. (2) f ′(N) ⊆M . Таким образом, гомоморфизм f продолжается до гомомор-
физма f ′|N : N →M . 
Пусть A,B —правые R-модули. Модуль A называется B-проективным (или проективным от-
носительно B), если всякая диаграмма в Mod-R с точной строкой
B B′ 0
A
✲f ✲
✻
g
может быть дополнена до коммутативной диаграммы
B B′ 0
A
✲f ✲
❅
❅
❅■ g ✻
g
Как показывает следующее утверждение, если правые R-модули M и N обладают проектив-
ными накрытиями, то проективность модуля M относительно модуля N можно определить с
помощью проективных накрытий.
Теорема 3.2. Пусть R—кольцо, M , N —правые R-модули и pi1 : P →M , pi2 : P
′ → N —про-
ективные накрытия модулей M и N соответственно. Тогда следующие условия равносильны:
(1) модуль M —N -проективен;
(2) для каждого гомоморфизма f : P → P ′ существует гомоморфизм g :M → N , для которого
коммутативна диаграмма
P M
P ′ N
✲pi1
❄
f
❄
g
✲pi2
В частности, если pi : P → M —проективное накрытие модуля M , то модуль M квазипроек-
тивен в точности тогда, когда Ker(φ) является вполне инвариантным подмодулем модуля P .
Доказательство. (1)⇒(2). Пусть f : P → P ′ — гомоморфизм. Без ограничения общности можно
считать, что N = P ′/Ker(pi2) и pi2 : P
′ → P ′/Ker(pi2)— естественный гомоморфизм. Положим
N0 = Ker(pi2) + f(Ker(pi1)).
Так как f(Ker(pi1)) ⊆ N0, то для некоторого гомоморфизма f1 : M → P
′/N0 имеет место равен-
ство
pipi2f = f1pi1,
где pi : P ′/Ker(pi2) → P
′/N0 — естественный гомоморфизм. Согласно условию п. (1) для неко-
торого гомоморфизма f2 : M → N имеем pif2 = f1. Поскольку модуль P проективен, то для
некоторого гомоморфизма g : P → P ′ выполнено равенство
pi2g = f2pi1.
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Тогда для произвольного элемента p ∈ P существуют такие элементы p1 ∈ Ker(pi1), p2 ∈ Ker(pi2),
что
(f − g)(p) = p2 + f(p1).
Поскольку
pi2(f − g)(p − p1) = pi2(p2 + f(p1))− pi2f(p1) = 0,
то p ∈ Ker(pi1) + Ker(pi2(f − g)). Таким образом,
P = Ker(pi1) + Ker(pi2(f − g)) = Ker(pi2(f − g)).
Следовательно,
(f − g)(P ) ⊆ Ker(p2)
и поскольку g(Ker(p1)) 6 Ker(p2), то f(Ker(p1)) 6 Ker(p2). Тогда для некоторого гомоморфизма
f ′ :M → N выполнено равенство pi2f = f
′pi1.
(2)⇒(1). Пусть N0 6 N и h : M → N/N0 — гомоморфизм модулей. Так как модуль P про-
ективен, то для некоторого гомоморфизма f : P → P ′ имеет место равенство pipi2f = hpi1, где
pi : N → N/N0 — естественный гомоморфизм. Согласно условию п. (2) для некоторого гомомор-
физма g выполнено равенство pi2f = gpi1. Тогда
hpi1 = pipi2f = pigpi1.
Поскольку pi1 — эпиморфизм, то pig = h. 
Пусть R—кольцо и Ω—некоторый класс правых R-модулей, который замкнут относительно
изоморфных образов и прямых слагаемых. Гомоморфизм g :M → E правых R-модулей называ-
ется Ω-оболочкой правого R-модуля M , если
1) E ∈ Ω и любая диаграмма
M E
E′
❄
g′
✲g
,
где E′ ∈ Ω, может быть дополнена до коммутативной диаграммы
M E
E′
❄
g′
✲g
 
 
 ✠
h
;
2) из коммутативности диаграммы
M E
E
❄
g
✲g
 
 
 ✠
h
следует, что h— автоморфизм.
Гомоморфизм g : M → E правых R-модулей называется Ω-накрытием правого R-модуля M ,
если
(1) E ∈ Ω и любая диаграмма
E M
E′
✲g
✻
g′ ,
МОДУЛИ, ИНВАРИАНТНЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО НЕКОТОРЫХ ЭНДОМОРФИЗМОВ 27
где E′ ∈ Ω, может быть дополнена до коммутативной диаграммы
E M
E′
✲g
❅
❅
❅■ h ✻
g′ ;
(2) из коммутативности диаграммы
E M
E
✲g
❅
❅
❅■ h ✻
g
следует, что h— автоморфизм.
Если Ω—класс проективных (соответственно, инъективных) правых R-модулей, то Ω-накры-
тие (соответственно, Ω-оболочка) правого R-модуляM называется проективным накрытием (со-
ответственно, инъективной оболочкой) модуля M .
МодульM называется X -эндоморфизм-инвариантным, если существует X -оболочка u :M → X
и для любого эндоморфизма g модуля X существует эндоморфизм f : M → M , для которого
выполнено равенство uf = gu.
ПустьM1,M2 —правые R-модули. МодульM2 называется X -M1-инъективным, если существу-
ют X -оболочки u1 :M1 → X1, u2 :M2 → X2 и для любого гомоморфизма g : X1 → X2 существует
гомоморфизм f :M1 →M2, для которого выполнено равенство gu1 = u2f :
M1 X1
M2 X2
✲u1
❄
f
❄
g
✲u2
Ясно, что модуль M является X -эндоморфизм инвариантным в точности тогда, когда M —
X -M -инъективный модуль. Два модуля M1, M2 называются взаимно X -инъективными, если M1
является X -M2-инъективным, аM2 —X -M1-инъективным.
Лемма 3.3. ПустьM1,M2 —взаимно X -инъективные модули, u1 :M1 → X1, u2 :M2 → X2 —
X -оболочки. Если X1 ≃ X2, то M1 ≃M2.
Доказательство. Предположим, что g : X1 → X2 —изоморфизм модулей. Существуют гомомор-
физмы f1 :M1 →M2 и f2 :M2 →M1, для которых выполнены равенства
u2f1 = gu1, u1f2 = g
−1u2.
Тогда u1f2f1 = u1 и u2f1f2 = u2. Следовательно, f1f2 = idM2 и f2f1 = idM1 . 
Теорема 3.4 (см. [62]). Пусть M =
n⊕
i=1
Mi —правый R-модуль и ui : Mi → Xi —X -оболочка
для каждого 1 6 i 6 n. Тогда следующие условия равносильны:
(1) M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn—X -эндоморфизм инвариантный модуль;
(2) модуль Mi является X -Mj-инъективным для каждых i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Доказательство. Докажем в случае, когда n = 2. Общий случай доказывается аналогично.
(1)⇒(2). Пусть g : Xi → Xj — гомоморфизм. Обозначим через
pii : X1 ⊕X2 → Xi, ιj : Xj → X1 ⊕X2
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соответственно проекцию и вложение. Согласно п. (1) существует гомоморфизм
f :M1 ⊕M2 →M1 ⊕M2,
для которого выполнено равенство
(u1 ⊕ u2)f = ιjgpii(u1 ⊕ u2).
Пусть k = qjfvi, где qj : M1 ⊕M2 → Mj —проекция и vi : Mi → M1 ⊕M2 —вложение. Тогда
ujk = gui.
(2)⇒(1). Предположим, что модульMi является X -Mj -инъективным для каждых i, j ∈ {1, 2} и
u1 ⊕ u2 :M1 ⊕M2 → X1 ⊕X2
—X -оболочка. Пусть g— эндоморфизм модуля X1 ⊕X2,
ι1 : X1 → X1 ⊕X2, ι2 : X2 → X1 ⊕X2
— вложения и
pi1 : X1 ⊕X2 → X1, pi2 : X1 ⊕X2 → X2
—проекции. Для каждых i, j ∈ {1, 2} существует такой гомоморфизм fij :Mi →Mj, что
pijgιiui = ujfij.
Пусть f :M1 ⊕M2 →M1 ⊕M2 — эндоморфизм, действующий согласно правилу
f(m1 +m2) = f11(m1) + f21(m1) + f12(m2) + f22(m2).
Тогда g(u1 ⊕ u2) = (u1 ⊕ u2)f . Таким образом, модуль M = M1 ⊕M2 является X -эндоморфизм-
инвариантным. 
Следствие 3.5. Модуль M является X -эндоморфизм-инвариантным в точности тогда, ко-
гда Mn —X -эндоморфизм-инвариантный модуль.
Следствие 3.6 (см. [24, предложение 2.2.2]). Пусть M1,M2, . . . ,Mn —правые R-модули. То-
гда следующие условия равносильны:
(1) M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mn— квазиинъективный модуль;
(2) Mi —Mj-инъективный модуль для каждых i, j = 1, 2, . . . , n.
Следствие 3.7 (см. [24, предложение 2.2.3]). Пусть M —модуль и n ∈ N. Тогда модуль M
квазиинъективен в точности тогда, когда Mn —квазиинъективный модуль.
ПустьM1,M2 —правые R-модули. МодульM1 называется X -M2-проективным, если существу-
ют такие X -накрытия p1 : X1 → M1, p2 : X2 → M2, что для любого гомоморфизма g : X1 → X2
существует гомоморфизм f :M1 →M2, для которого коммутативна диаграмма
X1 M1
X2 M2
✲p1
❄
g
❄
f
✲p2
Если модуль M X -M -проективен, то M называется X -эндоморфизм-коинвариантным. Два
правых R-модуля M1 и M2 называются взаимно X -проективными, если M1 —X -M2-проективен
и M2 —X -M1-проективен.
Лемма 3.8. Пусть p1 : X1 → M1, p2 : X2 → M2 —X -эпиморфные накрытия правых R-
модулей. Следующие условия равносильны:
(1) M1 —M2-X -проективный модуль;
(2) g(Ker p1) 6 Ker p2 для каждого g ∈ Hom(X1,X2).
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Доказательство. (1)⇒(2). Предположим, что M1 является M2-X -проективным модулем и
g ∈ Hom(X1,X2). Существует такой гомоморфизм f : M1 → M2, что p2g = fp1. Для любого
x ∈ Ker(p1) имеет место равенство p1(x) = 0 и, следовательно, p2g(x) = fp1(x) = 0. Тогда
g(x) ∈ Ker(p2). Таким образом, g(Ker(p1)) 6 Ker(p2).
(2)⇒(1). Пусть g : X1 → X2 — гомоморфизм правых R-модулей. Тогда g(Ker(p1)) 6 Ker(p2).
Рассмотрим гомоморфизм
ψ : X2/g(Ker(p1))→M2, ψ(x+ g(Ker(p1)) = p2(x) для всех x ∈ X2.
Так как p1 — эпиморфизм, то для каждого m ∈ M1 существует такой элемент x ∈ X1, что m =
p1(x). Рассмотрим следующее отображение:
φ :M1 → X2/g(Ker(p1)), m 7→ g(x) + g(Ker(p1)).
Ясно, что φ— гомоморфизм правых R-модулей. Пусть f = ψ ◦φ :M1 →M2. Для каждого x ∈ X1
имеем
fp1(x) = ψ ◦ φ(p1(x)) = ψ(g(x) + g(Ker p1)) = p2g(x).
Тогда fp1 = p2g. Следовательно, модуль M1 является M2-X -проективным. 
Лемма 3.9. Пусть M1, M2 —взаимно X -проективные правые R-модули и pi : Xi → Mi —
эпиморфные X -накрытия. Если X1 ≃ X2, то M1 ≃M2.
Доказательство. Пусть g : X1 → X2 —изоморфизм. По предположению существуют такие гомо-
морфизмы f1 :M1 →M2 и f2 :M2 →M1, что
f1 ◦ p1 = p2 ◦ g, f2 ◦ p2 = p1 ◦ g
−1.
Тогда f1 ◦ f2 ◦ p2 = p2 и f2 ◦ f1 ◦ p1 = p1. Следовательно, f1 ◦ f2 = idM2 и f2 ◦ f1 = idM1 . 
Следующее утверждения является двойственным аналогом теоремы 3.4.
Теорема 3.10. Пусть M =
n⊕
i=1
Mi—модуль и для каждого 1 6 i 6 n модуль Mi обладает X -
накрытием. Тогда следующие условия равносильны:
(1) M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn—X -эндоморфизм коинвариантный модуль;
(2) модули Mi и Mj взаимно X -проективны для каждых i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Следствие 3.11. Если модуль M обладает X -накрытием, то M является X -эндоморфизм-
коинвариантным в точности тогда, когда M ⊕M —X -эндоморфизм-коинвариантный модуль.
Следствие 3.12. Пусть M =
n⊕
i=1
Mi—правый модуль над совершенным справа кольцом. То-
гда следующие условия равносильны:
(1) M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn— квазипроективный модуль;
(2) модули Mi и Mj взаимно проективны для каждых i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Следствие 3.13. ЕслиM —правый модуль над совершенным справа кольцом, тоM является
квазипроективным модулем в точности тогда, когда M ⊕M —квазипроективный модуль.
3.2. X -Идемпотентно-инвариантные модули.
Лемма 3.14. Пусть Q—инъективная оболочка модуля M , α— эндоморфизм модуля Q,
X = {m ∈M | α(m) ∈M} и f = α|X : X → M — сужение эндоморфизма α на модуль X. То-
гда имеют место следующие утверждения:
(1) если гомоморфизм f : X →M продолжается до некоторого эндоморфизма g модуля M , то
α(M) ⊆M ;
(2) если f(X) ⊆ X и эндоморфизм f модуля X продолжается до некоторого эндоморфизма g
модуля M , то α(M) ⊆M ;
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(3) если α = α2 и каждый идемпотентный эндоморфизм модуля X продолжается до некоторого
эндоморфизма модуля M , то α(M) ⊆M .
Доказательство. (1). Так как Q—инъективный модуль, то эндоморфизм g модуля M продол-
жается до некоторого эндоморфизма β модуля Q.
Допустим, что (α− β)(M) = 0. Тогда α(M) = β(M) ⊆M , что и требовалось доказать.
Допустим, что (α − β)(M) 6= 0. Так как Q— существенное расширение модуля M и X =
{m ∈ M | α(m) ∈ M}, то X — существенный подмодуль в Q. Тогда X ∩ (α − β)(M)—ненулевой
подмодуль в M , поскольку Q— существенное расширение модуля X. Пусть
0 6= x = (α− β)(m) ∈ X ∩ (α− β)(M),
где m ∈M . Так как
α(m) = (α− β)(m) + β(m) = x+ β(m) ∈M,
то m ∈ X. Поэтому (α− β)(m) = 0 и x = 0. Получено противоречие.
(2) вытекает из (1).
(3). Так как α = α2, то f = f2 и f2(x) = f(x) ∈ X для любого элемента x ∈ X. Поэтому f —
идемпотентный эндоморфизм модуля X. По условию f продолжается до некоторого эндомор-
физма g модуля M . Согласно (2) имеем α(M) ⊆M . 
Модуль M называется CS-модулем или C1-модулем, если каждый подмодуль в M является
существенным подмодулем некоторого прямого слагаемого модуля M .
Модуль M называется C3-модулем, если X ⊕ Y —прямое слагаемое в M для любых таких
прямых слагаемых X и Y в M , что X ∩ Y = 0.
Модуль M называется квазинепрерывным (см. [44]) или pi-инъективным, если выполнены эк-
вивалентные условия следующего утверждения.
Предложение 3.15. Для модуля M следующие утверждения эквивалентны:
(1) каждый идемпотентный эндоморфизм любого подмодуля в M продолжается до эндомор-
физма модуля M ;
(2) каждый идемпотентный эндоморфизм любого подмодуля в M продолжается до идемпо-
тентного эндоморфизма модуля M ;
(3) M —идемпотент-инвариантный модуль, т.е. α(M) ⊆M для каждого идемпотентного эн-
доморфизма α инъективной оболочки модуля M ;
(4) M —CS-модуль и C3-модуль;
(5) M =
⊕
i∈I
(M ∩Qi) для любого прямого разложения Q =
⊕
i∈I
Qi инъективной оболочки Q моду-
ля M ;
(6) для любого подмодуля X = X1 ⊕X2 ⊕ . . . ⊕Xn модуля M существует такое прямое разло-
жение M = M1 ⊕M2 . . . ⊕Mn ⊕ Y модуля M , что Mi — существенное расширение модуля
Xi, i = 1, 2, . . . n.
Доказательство. Эквивалентности (2)⇔(3)⇔(4) доказаны в [44] (см. также [63]). Эквивалент-
ности (3)⇔(5) и (4)⇔(6) проверяются непосредственно (см. также [63]). Импликация (2)⇒(1)
очевидна. Импликация (1)⇒(3) вытекает из леммы 3.14. 
Пусть M —правый R-модуль. Модуль M называется X -идемпотентно инвариантным, если
существует такая X -оболочка u :M → X, что для каждого идемпотента g ∈ End(X) существует
эндоморфизм f :M →M , для которого коммутативна диаграмма
M X
M X
✲u
❄
f
❄
g
✲u
.
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В настоящем пункте излагается общая теория X -идемпотентно инвариантных модулей. Изло-
жение основано на [62].
Лемма 3.16. Пусть M = M1 ⊕M2 —модуль и u1 : M1 → X1, u2 : M2 → X2, u1 ⊕ u2 : M →
X1⊕X2 —X -оболочки. Если модуль M является X -идемпотентно-инвариантным, то Mi —X -
Mj-инъективный модуль для всех i 6= j.
Доказательство. Пусть g′ : X1 ⊕ X2 → X1 ⊕ X2 — гомоморфизм, заданный согласно правилу
g′(x1 + x2) = x1 + g(x1). Так как g
′2 = g′ и модуль M X -идемпотентно инвариантен, то для
некоторого гомоморфизма f ′ : M → M имеет место равенство uf ′ = g′u. Для каждого m1 ∈ M1
существуют такие элементы m′1 ∈M1, m2 ∈M2, что f
′(m1) = m
′
1+m2. Определим гомоморфизм
f :M1 →M2 согласно правилу f(m1) = m2. Тогда для каждого m1 ∈M1 имеют место равенства
g′u(m1) = g
′(u1(m1)) = u1(m1) + gu1(m1),
uf ′(m1) = u(m
′
1 +m2) = u1(m
′
1) + u2(m2) = u1(m
′
1) + u2f(m1).
Следовательно, gu1(m1) = u2f(m1) и gu1 = u2f . 
Следствие 3.17. Модуль M является X -эндоморфизм-инвариантным в точности тогда,
когда M ⊕M —X -идемпотентно-инвариантный модуль.
Следствие 3.17 вытекает из леммы 3.16 и следствия 3.11.
Следствие 3.18. Модуль M квазиинъективен в точности тогда, когда M ⊕M —квазине-
прерывный модуль.
ПустьM —правый R-модуль. МодульM называется X -CS-модулем, если существует такая X -
оболочка u :M → X, что для любого идемпотента g ∈ End(X) существует идемпотент f ∈ EndM ,
для которого выполнено равенство g(X)∩u(M) = uf(M). В этом случае, очевидно, коммутативна
диаграмма
M X
M X
✲uf
❄
f
❄
g
✲u
.
Предложение 3.19. Пусть u : M → X —мономорфная X -оболочка. Если M —X -идемпо-
тентно инвариантный модуль, то M —X -CS-модуль.
Доказательство. Пусть u : M → X —мономорфная X -оболочка и g2 = g ∈ End(X). Поскольку
M —X -идемпотентно-инвариантный модуль, то для некоторых эндоморфизмов f, f ′ ∈ EndM
выполнены равенства uf = gu, uf ′ = (1 − g)u. Тогда uf ′f = 0 и, следовательно, f ′f = 0. Так
как u = gu + (1 − g)u = uf + uf ′ = u(f + f ′), то f + f ′ = id . Таким образом, f2 = f и
g(X) ∩ u(M) = uf(M). 
Лемма 3.20. Пусть M —модуль и N —прямое слагаемое M . Тогда справедливы следующие
утверждения.
(1) Если M —X -идемпотентно-инвариантный модуль и N имеет X -оболочку, то модуль N
является X -идемпотентно-инвариантным.
(2) Если M —X -CS-модуль, модуль N имеет X -оболочку и инвариантен относительно всех
идемпотентов из кольца EndM , то N —X -CS-модуль.
Доказательство. (1). Пусть u : M → X и u1 : N → X1 —X -оболочки, pi : M → N —проекция и
ι : N → M — вложение. Рассмотрим идемпотентный эндоморфизм g2 модуля X1. Покажем, что
для некоторого гомоморфизма f2 : N → N имеет место равенство u1f2 = g2u1.
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Существуют такие гомоморфизмы h1 : X → X1 и h2 : X1 → X, что h1u = u1pi и
h2u1 = uι. Тогда h1h2u1 = u1 и, следовательно, h1h2 —изоморфизм. Существует такой гомо-
морфизм h : X1 → X1, что (h1h2)h = idX1 . Пусть g1 = h2(hg2)h1 : X → X. Несложно заметить,
что g1 —идемпотентный эндоморфизм модуля X. Так как модуль M является X -идемпотентно
инвариантным, то существует такой гомоморфизм f1 : M → M , что uf1 = g1u. Пусть f2 = pif1ι.
Тогда
u1f2 = u1pif1ι = h1uf1ι = h1g1uι = h1h2hg2h1uι = g2h1uι = g2u1piι = g2u1
Таким образом, N —X -идемпотентно-инвариантный модуль.
(2) Пусть u : M → X, u1 : N → X1 —X -оболочки, pi : M → N —проекция и ι : N → M —
включение. Рассмотрим идемпотентный эндоморфизм g2 модуля X1. Покажем, что существует
идемпотент f2 ∈ End(N), для которого выполнено равенство g2(X1) ∩ u1(N) = u1f2(M). Суще-
ствуют такие гомоморфизмы h1 : X → X1 и h2 : X1 → X, что h1u = u1pi и h2u1 = uι. Тогда
h1h2u1 = u1 и, следовательно, h1h2 —изоморфизм. Для некоторого гомоморфизма h : X1 → X1
имеет место равенство h(h1h2) = idX1 . Тогда мономорфизм h2 является расщепляющимся. Сле-
довательно, X1 изоморфен прямому слагаемому модуля X. Поэтому без ограничения общности
можно считать, что X1 является прямым слагаемым модуля X и u1 = uι. Рассмотрим гомо-
морфизм g1 = ι0g2pi0 : X → X, где pi0 : X → X1 —каноническая проекция и ι0 : X1 → X —
вложение. Тогда g1 —идемпотент кольца End(X). Так как M является X -CS-модулем, то су-
ществует идемпотент f1 ∈ EndM , для которого выполнено равенство g1(X) ∩ u(M) = uf1(M).
Поскольку N инвариантен относительно всех идемпотентов из кольца эндоморфизмов модуля
M , то f1(N) 6 N . Пусть f2 = f1|N : N → N . Тогда f2 —идемпотентный эндоморфизм модуля N
и g2(X1) ∩ u1(N) = u1f2(N). Таким образом, N —X -CS-модуль. 
Теорема 3.21. Пусть u :M → X —мономорфная X -оболочка. Тогда следующие условия рав-
носильны:
(1) M —X -идемпотентно инвариантный модуль;
(2) если X = ⊕IXi, то M =
⊕
I(u
−1(Xi) ∩M);
(3) если X = X1 ⊕X2, то M = (u
−1(X1) ∩M)⊕ (u
−1(X2) ∩M).
Доказательство. (1)⇒(2). Пусть X =
⊕
I Xi. Для каждого m ∈ M существуют такие конечное
подмножество F ⊆ I и семейство ортогональных идемпотентов {gk : k ∈ F} из кольца End(X),
что u(m) ∈
⊕
F Xk и gk(X) = Xk. Так как M —X -идемпотентно-инвариантный модуль, то для
некоторого семейства идемпотентов {fk : k ∈ F} ⊆ EndM выполнено равенство ufk = gku для
каждого k ∈ F . Так как
u(m) =
∑
F
gku(m) =
∑
F
ufk(m),
то
m =
∑
F
fk(m).
Поскольку fk(m) ∈M ∩ u
−1(Xk) для каждого k ∈ F , то
m ∈
∑
F
(M ∩ u−1(Xi)).
Таким образом,
M =
⊕
I
(u−1(Xi) ∩M).
(2)⇒(3) очевидно.
(3)⇒(1). Пусть g—идемпотентный эндоморфизм модуля X. Так как X = g(X) ⊕ (1 − g)(X),
то согласно условию п. (3)
M = (M ∩ u−1(g(X)) ⊕ u−1((1− g)(X)).
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Пусть f :M →M ∩ u−1(g(X))—проекция. Тогда для каждого
m = x+ y ∈M, x ∈M ∩ u−1(g(X)), y ∈M ∩ u−1((1 − g)(X)),
имеет место равенство uf(m) = u(x). Поскольку x ∈M ∩ u−1(g(X)), то u(x) = g(m0) для некото-
рого m0 ∈M . Имеют место равенства
gu(m) = gu(x+ y) = gu(x) + gu(y) = g(g(m0)) + gu(y) = g(m0) + gu(y).
Так как y ∈ M ∩ u−1((1 − g)(X)), то gu(y) = 0. Следовательно, uf(m) = gu(m). Таким образом,
uf = gu. 
Предложение 3.22. Пусть u :M → X —мономорфная X -оболочка и u(M)— существенный
подмодуль в X. Рассмотрим следующие условия:
(1) если U — д.п. V в M и V — д.п. U в M , то M = U ⊕ V ;
(2) M —X -идемпотентно-инвариантный модуль.
Тогда имеет место импликация (1) ⇒ (2). Если X является квазинепрерывным модулем, то
верна импликация (2)⇒ (1).
Доказательство. (1)⇒(2). Пусть g—идемпотентный эндоморфизм модуля X,
A1 =M ∩ u
−1(g(X)), A2 =M ∩ u
−1((1− g)(X)).
Рассмотрим дополнение по пересечению B1 для A2 вM , которое содержит A1. Пусть B2 —допол-
нение по пересечению для B1 в M , которое содержит A2. Тогда B1 —д.п. B2 в M и B2 —д.п. B1
в M . По предположению п. (1) имеет место равенство M = B1 ⊕ B2. Пусть pi : B1 ⊕ B2 → B1 —
проекция. Покажем, что имеет место равенство upi = gu. Предположим, что upi 6= gu. Так как
u(M) 6e X, то для некоторых элементов m = b1 + b2 ∈M , где b1 ∈ B1, b2 ∈ B2, и m0 ∈M , имеет
место равенство u(m0) = (upi − gu)(m) 6= 0. Следовательно,
u(−m0 + pi(m)) = gu(m), −m0 + pi(m) ∈ A1.
Так как gu(−m0 + pi(m)) = gu(m), то −m0 + pi(m)−m ∈ A2. Тогда
−m0 + pi(m)− b1 − b2 ∈ A2, m0 + pi(m)− b1 ∈ B1 ∩B2 = 0.
Поскольку pi(m)− b1 = 0, то m0 = 0. Получили противоречие. Таким образом, upi = gu.
(2)⇒(1). Предположим, что X является квазинепрерывным модулем. Пусть A 6 M . Суще-
ствует такой подмодуль H 6 X, что X = H ⊕K и u(A) 6e H. Тогда A 6e u−1(H) ∩M . Согласно
п. (3)
M = (u−1(H) ∩M)⊕ (u−1(K) ∩M).
Таким образом, M —C1-модуль.
Покажем, что M —C3-модуль. Пусть U , V —прямые слагаемые модуля M , для которых вы-
полнено равенство U ∩ V = 0. Существуют такие разложения X = X1 ⊕ Y1 = X2 ⊕ Y2, что
u(U) 6e X1 и u(V ) 6
e X2. Так как U ∩ V = 0, то X1 ∩ X2 = 0. Поскольку X —C3-модуль, то
X = (X1 ⊕X2)⊕X3 для некоторого подмодуля X3 модуля X. Тогда
M = (u−1(X1) ∩M)⊕ (u
−1(X2) ∩M)⊕ (u
−1(X3) ∩M).
Так как U , V —прямые слагаемые модуля M , U 6e u−1(X1) ∩M и V 6
e u−1(X2) ∩M , то
U = u−1(X1) ∩M,V = u
−1(X2) ∩M.
Таким образом,
M = (U ⊕ V )⊕ (u−1(X3) ∩M).
Предложение 3.22 доказано. 
Несложно заметить, что всякий замкнутый подмодуль X модуля M имеет вид X ′ ∩M , где
X ′ —некоторое прямое слагаемое модуля E(M). Это наблюдение мотивирует следующие опре-
деление. Пусть u : M → X —X -оболочка. Подмодуль A модуля M называется X -замкнутым
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в M , если для некоторого идемпотентного гомоморфизма g модуля X выполнено равенство
A = u−1(g(X)) ∩M .
Теорема 3.23. Пусть u :M → X —мономорфная X -оболочка. Тогда следующие условия рав-
носильны:
(1) M —X -CS-модуль;
(2) каждый X -замкнутый подмодуль модуля M является прямым слагаемым M .
Доказательство. (1)⇒(2). Пусть U = g(X), где g = g2 ∈ End(X). Существует такой идемпотент
f ∈ EndM , что g(X)∩u(M) = uf(M). Тогда u−1(U)∩M = f(M)—прямое слагаемое модуля M .
(2)⇒(1). Пусть g = g2 ∈ End(X). Согласно п. (2), u−1(g(X))∩M —прямое слагаемое модуляM .
Пусть pi :M → u−1(g(X))∩M —проекция. Тогда g(X)∩u(M) = upi(M). Таким образом, M —X -
CS-модуль. 
Модуль M называется чисто бесконечным, если M = M ⊕M . Если модуль M не изоморфен
собственному прямому слагаемому, то он называется прямо конечным.
Предложение 3.24. Пусть M —X -идемпотентно инвариантный модуль и каждое прямое
слагаемое модуля M обладает X -оболочкой. Если u :M → X мономорфная X -оболочка, то
(1) модуль M чисто бесконечен в точности тогда, когда X —чисто бесконечный модуль;
(2) модуль M прямо конечен в точности тогда, когда X —прямо конечный модуль.
Доказательство. (1). Предположим, чтоM —чисто бесконечный модуль. Тогда существует такое
разложение M =M1⊕M2, чтоM1 ≃M2 ≃M . Пусть u1 :M1 → X1 и u2 :M2 → X2 —X -оболочки.
Тогда X ≃ X1 ⊕X2 и X ≃ X1 ≃ X2. Таким образом, X —чисто бесконечный модуль.
Предположим, что X = X1 ⊕X2 и X1 ≃ X2 ≃ X. По теореме 3.21 имеет место разложение
M = [M ∩ u−1(X1)]⊕ [M ∩ u
−1(X2)].
Тогда модули M ∩ u−1(X1) и M ∩ u
−1(X2) взаимно X -инъективны. Пусть M1 = M ∩ u
−1(X1) и
M2 =M ∩ u
−1(X2). Тогда M =M1 ⊕M2 и
u1 = u|M1 :M ∩ u
−1(X1)→ X1, u2 = u|X2 :M ∩ u
−1(X2)→ X2
—X -оболочки. Действительно, X1,X2 ∈ X . Пусть f : M1 → U — гомоморфизм и U ∈ X . Суще-
ствует гомоморфизм h : X → U , для которого выполнено равенство hu = fpi1, где pi1 :M →M1 —
каноническая проекция. Пусть piX1 : X → X1 —каноническая проекция, ι1 : X1 → X —канони-
ческое вложение и k = hι1. Тогда ku1 = f . С другой стороны, предположим, что имеет место
равенство αu1 = u1, где α : X1 → X1. Положим
β = α⊕ idX2 : X → X.
Тогда βu = u и, следовательно, β —изоморфизм. Тогда α является изоморфизмом. Таким об-
разом, u1 : M1 → X1 —X -оболочка. Аналогично показывается, что u2 : M2 → X2 является X -
оболочкой. Несложно заметить, что Mi —X -M -инъективный модуль. Тогда, согласно лемме 3.3,
M1 ≃M2 ≃M . Таким образом, модуль M чисто бесконечен.
(2). Предположим, что модульM не является прямо конечным. ТогдаM =M1⊕M2 иM1 ≃M .
Тогда X ≃ X1 ⊕X2 и X1 ≃ X. Таким образом, модуль X не является прямо конечным.
Предположим, что модуль X не является прямо конечным. Тогда существуют такие подмодули
X1 и X2 модуля X, что X = X1 ⊕X2 и X ≃ X1. Следовательно,
M = (M ∩ u−1(X1))⊕ (M ∩ u
−1(X2)).
Из доказательства п. (1) следует, что u1 = u|M1 : M ∩ u
−1(X1) → X1 —X -оболочка и M ≃ M1.
Тогда модуль M не является прямо конечным. 
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Следствие 3.25. ПустьM —X -идемпотентно-инвариантный модуль и каждое прямое сла-
гаемое модуля M обладает X -оболочкой. Если u : M → X —мономорфная X -оболочка и X яв-
ляется прямой суммой чисто бесконечного модуля и прямо конечного модуля, то модуль M
обладает разложением M =M1 ⊕M2, где M1 —прямо конечный модуль, M2 —чисто бесконеч-
ный модуль, и модули M1, M2 взаимно X -инъективны.
Лемма 3.26. Пусть X —класс правых R-модулей, замкнутый относительно изоморфных об-
разов, M —правый R-модуль, A 6 M , uA : A → XA и u : M → X —мономорфные X -оболочки.
Если uA(A) 6
e XA, то существует такая мономорфная X -оболочка v : A→ Y , что u|A = v.
Доказательство. Так как uA —X -оболочка, то существует гомоморфизм h : XA → X, для кото-
рого выполнено равенство huA = u|A. Гомоморфизм h может быть представлен в виде h = w ◦ p,
где p : XA → Y — эпиморфизм и w : Y → X —мономорфизм. Так как uA — существенный мо-
номорфизм, то p : XA → Y является изоморфизмом. Таким образом, v = puA : A → Y —X -
оболочка. 
До конца настоящего пункта будем предполагать, что все рассматриваемые модули M обла-
дают C-оболочками p :M → X, где C —некоторый класс модулей, удовлетворяющий следующим
условиям:
(1) класс C замкнут относительно изоморфизмов и конечных прямых сумм;
(2) каждый подмодуль A модуля M обладает C-оболочкой uA : A→ XA, где uA — существенный
мономорфизм;
(3) если A 6 B 6 M и u1 : A → X1, u2 : B → X2 — C-оболочки, то X1 является прямым
слагаемым модуля X2.
Теорема 3.27. Следующие условия для модуля M равносильны:
(1) M — C-идемпотентно-инвариантный модуль;
(2) M — C-CS-модуль и для каждого разложения M =M1 ⊕M2 модуля M подмодули M1 и M2
взаимно C-инъективны.
Доказательство. (1)⇒(2). Следует из лемм 3.20(1) и 3.16.
(2)⇒(1). Пусть u : M → X — C-оболочка и g ∈ I(X). Поскольку модуль M является C-CS-
модулем, то, по теореме 3.23, u−1((1 − g)(X)) ∩M —прямое слагаемое M . Пусть
A1 = u
−1(g(X)) ∩M, B1 = u
−1((1− g)(X)) ∩M.
Тогда A1 ∩B1 = 0 и M = B1 ⊕B2 для некоторого B2 6M .
Покажем, что существует такой подмодуль M ′ модуля M , что M = B1 ⊕M
′ и A1 6M
′.
Пусть pi1 : M → B1, pi2 : M → B2 —проекции. Тогда A
′
1 := pi2(A1) ≃ A1 и отображение
pi′1 : pi2(A1) → B1, действующее по правилу pi
′
1(pi2(a1)) = pi1(a1) для каждого a1 ∈ A1, является
гомоморфизмом. Пусть u|A′
1
: A′1 → X
′
1 — C-оболочка и X = X
′
1 ⊕ X
′
2. Обозначим через piX′1 :
X ′1 ⊕X
′
2 → X
′
1 естественную проекцию. Тогда для некоторого гомоморфизма h : X
′
1 → X1 имеет
место коммутативная диаграмма
A
′
1
pi
′
1

u|A′
1
// X
′
1
h
✍
✍
✍
✍
✍
✍
✍
✍
X
pi
X
′
1
oo X2oo
B1
u|B1

X1
,
где u|B1 : B1 → X1, u|B2 : B2 → X2 — C-оболочки и X1, X2 —прямые слагаемые модуля X.
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Пусть k = (hpiX′
1
)|X2 . Поскольку модуль B2 — C-B1-инъективен, то для некоторого гомомор-
физма v : B2 → B1 коммутативна диаграмма
B2 X2
B1 X1
✲
u|B2
❄
v
❄
k
✲
u|B1
.
Пусть M ′ = {b2 + v(b2) | b2 ∈ B2}. Для каждого a1 ∈ A1 имеют место равенства
a1 = pi1(a1) + pi2(a1),
uv(pi2(a1)) = ku(pi2(a1)) = hpiX′
1
u(pi2(a1)) = hu(pi2(a1)) = upi
′
1(pi2(a1)) = u(pi1(a1)).
Тогда v(pi2(a1)) = pi1(a1) и, следовательно, a1 ∈M
′. Таким образом, A1 6M
′ и M = B1 ⊕M
′.
Покажем, что для некоторого гомоморфизма f2 = f ∈ EndM имеет место равенство uf = gu.
Существует такой гомоморфизм pi : M → M , что pi = pi2, pi(B1) = 0 и pi(M) = M
′. Пусть
u(m1) = upi(m2)− gu(m2) ∈ u(M) ∩ (upi − gu)(M), где m1,m2 ∈M . Тогда
pi(m2)−m1 ∈ A1 6M
′ (∗)
u(m1 − pi(m2) +m2) = (1− g)u(m2).
Следовательно,
m1 − pi(m2) +m2 ∈ B1.
Тогда
0 = pi(m1 − pi(m2) +m2) = pi(m1)− pi(m2) + pi(m2) = pi(m1).
Поэтому
m1 ∈ B1. (∗∗)
Из (∗) и (∗∗) следует равенство m1 = 0. Следовательно, u(M) ∩ (upi − gu)(M) = 0. Так как
u(M) 6e X, то upi = gu. Таким образом, модуль M является C-идемпотентно инвариантным. 
Следствие 3.28. Следующие условия равносильны для правого R-модуля M :
(1) M —квазинепрерывный модуль;
(2) M —CS-модуль и для всякого разложения M = M1 ⊕M2 модуля M подмодули M1 и M2
взаимно инъективны.
Доказательство. Следствие 3.28 вытекает из теоремы 3.27, если в ней в качестве C взять класс
всех инъективных правых R-модулей. 
3.3. X -Идемпотентно коинвариантные модули. Модуль M называется модулем со свой-
ством подъема, если для каждого подмодуля N модуля M существуют такие подмодули M1,M2
модуля M , что выполнены условия
M =M1 ⊕M2, M1 6 N, M2 ∩N ≪M2.
Модуль M называется D3-модулем, если X ∩ Y —прямое слагаемое в M для любых таких
прямых слагаемых X и Y в M , что X + Y = M . Модуль M называется квазидискретным, если
он является одновременно модулем со свойством подъема и D3-модулем.
Предложение 3.29 (см. [51, предложение 4.45]). Пусть R— совершенное справа кольцо,M —
правый R-модуль и pi : P →M —проективное накрытие модуляM . Тогда следующие утвержде-
ния эквивалентны:
(1) M —квазидискретный модуль;
(2) M —идемпотентно-коинвариантный модуль, т.е. e(Ker(pi)) ⊆ Ker(pi) для каждого идемпо-
тентного эндоморфизма e модуля P .
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Доказательство. (1)⇒(2). Пусть e—идемпотентный эндоморфизм модуля P . Тогда
P = e(P ) + (1− e)(P ), M = pie(P ) + pi(1− e)(P ).
Так как модульM является квазидискретным, то для некоторого идемпотентного эндоморфизма
f ∈ EndM имеем
f(M) 6 pie(P ), (1− f)(M) 6 pi(1− e)(P ).
Тогда
pi−1(f(M)) = e(P ) ∩ pi−1(f(M)) + Ker(pi),
pi−1((1− f)(M)) = (1− e)(P ) ∩ pi−1((1− f)(M)) + Ker(pi),
P = pi−1(f(M)) + pi−1((1 − f)(M)) =
= e(P ) ∩ pi−1(f(M)) + (1− e)(P ) ∩ pi−1((1− f)(M)) + Ker(pi) =
= e(P ) ∩ pi−1(f(M)) + (1− e)(P ) ∩ pi−1((1− f)(M)).
Следовательно,
e(P ) ∩ pi−1(f(M)) = e(P ),
(1− e)(P ) ∩ pi−1((1− f)(M)) = (1− e)(P ).
Тогда
f(M) = pie(P ), (1− f)(M) = pi(1− e)(P )
и, следовательно,
Ker(pi) = e(P ) ∩Ker(pi) + (1− e)(P ) ∩Ker(pi).
(2)⇒(1). Пусть M0 —подмодуль модуля M . Хорошо известно, что всякий проективный мо-
дуль над совершенным справа кольцом является квазидискретным модулем. Следовательно, для
некоторого идемпотента e ∈ EndP имеем
e(P ) 6 pi−1(M0), (1− e)(P ) ∩ pi
−1(M0)≪ P.
Так как
Ker(pi) = e(P ) ∩Ker(pi) + (1− e)(P ) ∩Ker(pi),
то M = pie(P ) ⊕ pi(1− e)(P ). Несложно заметить, что
pie(P ) 6M0, pi((1− e)(P ) ∩ pi
−1(M0))≪M
и имеет место равенство
M0 = pie(P ) + pi((1 − e)(P ) ∩ pi
−1(M0)).
Таким образом, модуль M является модулем со свойством подъема.
Пусть M1, M2 —прямые слагаемые модуля M , для которых имеет место равенство M =
M1 + M2. Из приведенных выше рассуждений следует, что каждое прямое слагаемое модуля
M является образом некоторого прямого слагаемого модуля P . Следовательно, для некоторых
прямых слагаемых P1 и P2 модуля P имеют место равенства pi(P1) = M1, pi(P2) = M2. Так
как P —квазидискретный модуль, то для некоторых подмодулей P ′1 и P
′
2 модуля P имеют место
равенства
P1 = P
′
1 ⊕ P1 ∩ P2, P2 = P
′
2 ⊕ P1 ∩ P2.
Тогда
P = P1 + P2 = P
′
1 ⊕ P
′
2 ⊕ P1 ∩ P2.
Из п. (2) следует равенство
M = pi(P ) = pi(P ′1)⊕ pi(P
′
2)⊕ pi(P1 ∩ P2).
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Поскольку
M1 = pi(P1) = pi(P
′
1)⊕ pi(P1 ∩ P2), M2 = pi(P2) = pi(P
′
2)⊕ pi(P1 ∩ P2),
то M1∩M2 = pi(P1 ∩P2). Таким образом, модуль M является D3-модулем и, следовательно, M —
квазидискретный модуль. 
ПустьM —правый R-модуль. МодульM называется X -идемпотентно-коинвариантным, если
существует такое X -накрытие u : X →M , что для каждого идемпотента g ∈ End(X) существует
эндоморфизм f :M →M , для которого коммутативна диаграмма
X M
X M
✲p
❄
g
❄
f
✲p
Лемма 3.30. Пусть X —некоторый класс правых R-модулей, M —правый R-модуль и p :
X → M — эпиморфное X -накрытие модуля M . Тогда для каждого идемпотента g ∈ End(X)
существует такой однозначно определенный гомоморфизм f ∈ EndM , что fp = pg и f2 = f .
Доказательство. Существуют гомоморфизмы f, f ′ ∈ EndM , для которых выполнены равенства
fp = pg, f ′p = p(1− g).
Тогда f ′fp = f ′pg = 0. Поскольку p— эпиморфизм, то f ′f = 0. Так как
p = pg + p(1− g) = f ′p+ fp = (f ′ + f)p,
то id = f ′ + f . Таким образом, f = f2 ∈ EndM . Причем, поскольку p— эпиморфизм, то гомо-
морфизм f однозначно определен. 
Лемма 3.31. Пусть p : X → M — эпиморфное X -накрытие модуля M . Тогда M —X -идем-
потентно коинвариантный модуль в точности тогда, когда g(Ker(p)) 6 Ker(p) для каждого
идемпотентного эндоморфизма модуля X.
Доказательство. (⇒) ПустьM —X -идемпотентно коинвариантный модуль и g—идемпотентный
эндоморфизм модуля X. Существует такой эндоморфизм f ∈ End(M), что p ◦ g = f ◦ p. Для
каждого элемента x ∈ Ker p имеем p(x) = 0 и pg(x) = fp(x) = 0. Следовательно, g(x) ∈ Ker(p).
Таким образом, g(Ker(p)) 6 Ker(p).
(⇐) Предположим, что g = g2 ∈ End(X). Тогда g(Ker(p)) 6 Ker(p). Рассмотрим гомоморфизм
ψ : X/g(Ker(p)) → M , определенный согласно правилу ψ(x + g(Ker(p)) = p(x) для всех x ∈ X.
Поскольку p— эпиморфизм, то для каждого m ∈ M существует такой элемент x ∈ X, что m =
p(x). Рассмотрим отображение
φ :M → X/g(Ker(p)), m 7→ g(x) + g(Ker(p)).
Легко видеть, что φ— гомоморфизм. Пусть f = ψ ◦ φ :M →M . Тогда для каждого x ∈ X имеем
fp(x) = ψ ◦ φ(p(x)) = ψ(g(x) + g(Ker(p)) = pg(x).
Следовательно, f ◦ p = p ◦ g. 
Следствие 3.32. Пусть p : X →M — эпиморфное X -накрытие модуля M . Тогда следующие
условия равносильны:
(1) M —X -идемпотентно коинвариантный модуль;
(2) если X = ⊕IXi, то Ker(p) = ⊕I(Xi ∩Ker(p));
(3) если X = X1 ⊕X2, то Ker(p) = (X1 ∩Ker(p))⊕ (X2 ∩Ker(p));
(4) если e ∈ End(X)—идемпотент, то Ker(p) = e(Ker(p))⊕ (1− e)(Ker(p)).
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Теорема 3.33. Пусть M =M1⊕M2 —модуль и модули M1, M2 и M обладают X -накрыти-
ями. Если модуль M является X -идемпотентно коинвариантным, то Mi —X -Mj-проективен
для каждого i 6= j.
Следствие 3.34. Пусть M = M1 ⊕M2 —правый модуль над совершенным справа кольцом.
Если модуль M является квазидискретным, то модули M1 и M2 взаимно проективны.
Теорема 3.35. Пусть M —X -идемпотентно коинвариантный модуль и p : X → M — эпи-
морфное X -накрытие модуля M . Следующие условия равносильны:
(1) модуль M чисто бесконечен в точности тогда, когда X —чисто бесконечный модуль;
(2) если X —прямо конечный модуль, то модуль M является прямо конечным;
(3) если X —класс проективных модулей и модуль M не является прямо конечным, то для
модуля M имеет место разложение M =M1 ⊕M2 ⊕M3, где M1 ∼=M2 6= 0.
Пусть M —правый R-модуль. Модуль M называется X -модулем со свойством подъема, если
существует такое X -накрытие p : X → M модуля M , что для любого идемпотента g ∈ End(X)
найдется идемпотент f :M →M , для которого выполнено равенство g(X)+Ker(p) = p−1(f(M)).
Следующее утверждение проверяется непосредственно.
Предложение 3.36. Пусть p : X → M — эпиморфное X -накрытие. Если M —X -идемпо-
тентно коинвариантный модуль, то M —X -модуль со свойством подъема.
Предложение 3.37. Пусть N —прямое слагаемое модуля M . Если модуль M является X -
модулем со свойством подъема, обладающим эпиморфным X -накрытием, и модуль N обладает
X -накрытием, то N -- X -модуль со свойством подъема.
Доказательство. Пусть p1 : X1 → N —X -накрытие. Легко видеть, что X1 изоморфно такому
прямому слагаемому K модуля X, что p|K : K → N —X -накрытие N . Таким образом, мы можем
предполагать, что p1 = p|X1 : X1 → N —X -накрытие N и X1 —прямое слагаемое модуля X.
Пусть g : X1 → X1 —идемпотентный эндоморфизм модуля X1. Рассмотрим гомоморфизм g
′ =
ι ◦ g ◦ pi : X → X, где ι : X1 → X — вложение и pi : X → X1 — вложение. Тогда g
′2 = g′. Так
как модуль M является X -модулем со свойством подъема, то существует такой гомоморфизм
f ′2 = f ′ :M →M , что
g′(X) + Ker(p) = p−1(f ′(M)).
Тогда f ′(M) = p(g(X1)) = p1(g(X1)) 6 N и, следовательно, f
′(M)—прямое слагаемое модуля
N . Существует такой идемпотентный гомоморфизм f : N → N , что p1(g(X1)) = f
′(M) = f(N).
Тогда
g(X1) + Ker(p1) = p
−1
1 (f(N)).
Таким образом, модуль N является X -модулем со свойством подъема. 
Пусть p : X → M —X -накрытие модуля M и A—подмодуль модуля M . Подмодуль A назы-
вается X -козамкнутым в M , если для некоторого идемпотентного эндоморфизма g ∈ End(X)
выполнено равенство A = p(g(X)).
Теорема 3.38. Пусть p : X →M — эпиморфное X -накрытие. Следующие условия равносиль-
ны:
(1) M —X -модуль со свойством подъема;
(2) каждый X -козамкнутый подмодуль модуля M является прямым слагаемым M .
Доказательство. (1)⇒(2). Пусть U = p(g(X)), где g2 = g ∈ End(X). Тогда существует такой
эндоморфизм f2 = f ∈ EndM , что
g(X) + Ker(p) = p−1(f(M)).
Следовательно, U = p(g(X)) = f(M)—прямое слагаемое M .
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(2)⇒(1). Пусть g—идемпотентный элемент из кольца End(X). Согласно предположению U =
p(g(X))—прямое слагаемое модуля M . Существует гомоморфизм f2 = f ∈ EndM , для которого
выполнено равенство p(g(X)) = f(M). Тогда
g(X) + Ker(p) = p−1(f(M)).
Таким образом, модуль M является X -модулем со свойством подъема. 
До конца настоящего пункта будем предполагать, что все рассматриваемые модули M облада-
ют C-накрытиями p : X → M , где C —некоторый класс модулей, удовлетворяющая следующим
условиям:
(1) класс модулей C замкнут относительно изоморфизмов;
(2) каждый фактор-модуль M/A модуля M обладает эпиморфным C-накрытием pM/A : XM/A →
M/A, у которого Ker(pM/A)≪ XM/A;
(3) для каждого прямого слагаемого N модуля M и каждого естественного гомоморфизма
pi : N → N/A существует расщепляющийся эпиморфизм ψ : XN → XN/A, для которого
коммутативна диаграмма
XN XN/A
N N/A
✲ψ
❄
pN
❄
pN/A
✲pi
Предложение 3.39. Пусть M =M1⊕M2 —модуль. Если модуль M2 является M1-C-проек-
тивным, то M2 является M1-проективным.
Теорема 3.40. Следующие условия эквивалентны для модуля M :
(1) M — C-идемпотентно коинвариантный модуль;
(2) M — C-модуль со свойством подъема и для каждого разложения M = M1 ⊕M2 модули M1
и M2 взаимно C-проективны;
(3) M — C-модуль со свойством подъема и для каждого разложения M = M1 ⊕M2 модули M1
и M2 взаимно проективны.
Следствие 3.41. Пусть R— совершенное справа кольцо. Для правого R-модуляM следующие
условия равносильны:
(1) M —квазидискретный модуль;
(2) M —модуль со свойством подъема и для каждого разложения M = M1 ⊕M2 модули M1 и
M2 взаимно проективны.
3.4. X -Дискретные и X -непрерывные модули. ПустьM —правый R-модуль, p : X →M —
X -накрытие модуля M , S = End(X) и f —произвольный элемент из S. Если для некоторых го-
моморфизмов g1, g2 ∈ S, f ∈ EndM имеет место равенство pg1 = fp = pg2, то для каждого
h ∈ S имеем p(g1 − g2)h = 0 и, следовательно, p = p(1 − (g1 − g2)h). Тогда из определения
накрытия следует, что 1 − (g1 − g2)h— автоморфизм. Таким образом, g1 − g2 ∈ J(S) и, сле-
довательно, определен кольцевой гомоморфизм Φ : EndM → S/J(S), действующий по правилу
Φ(f) = f ′+J(S), где f ′ : X → X — гомоморфизм, для которого выполнено равенство p◦f ′ = f ◦p.
Пусть ∇(M) = Ker(Φ). Тогда имеет место вложение Φ¯ :M/∇(M)→ S/J(S). Отождествляя коль-
цо EndM/∇(M) с кольцом Im(Φ), мы можем считать, что EndM/∇(M) является подкольцом
кольца S/J(S).
Модуль M называется дискретным, если M —квазидискретный модуль и каждый подмодуль
X модуля M , для которого фактор-модуль M/X изоморфен прямому слагаемому модуля M , —
прямое слагаемое в M .
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Лемма 3.42. Пусть M — квазидискретный модуль и p : P → M —проективное накрытие
модуля M . Тогда следующие условия равносильны:
(1) M — дискретный модуль;
(2) всякий малый эпиморфизм f :M →M является изоморфизмом;
(3) если для идемпотентов e1, e2 ∈ EndP , e
′
1, e
′
2 ∈ EndM выполнены равенства pei = e
′
ip (i =
1, 2), для гомоморфизмов α, α′ коммутативна диаграмма
e1(P ) e2(P )
e′1(M) e
′
2(M)
✲α
❄
p
❄
p
✲α
′
и α является изоморфизмом, то α′ —изоморфизм.
Доказательство. Эквивалентность (1)⇔(3) проверяется непосредственно. Эквивалентность
(1)⇔(2) следует из [51, лемма 5.1]. 
Пусть p : X → M —X -накрытие модуля M . Модуль M называется X -дискретным, если вы-
полнены следующие условия:
(1) M —X -идемпотентно коинвариантный модуль;
(2) если для идемпотентов e1, e2 ∈ EndP , e
′
1, e
′
2 ∈ EndM выполнены равенства pei = e
′
ip (i = 1, 2),
для гомоморфизмов α, α′ коммутативна диаграмма
e1(P ) e2(P )
e′1(M) e
′
2(M)
✲α
❄
p
❄
p
✲α
′
и α является изоморфизмом, то α′ —изоморфизм.
Далее будем предполагать, что X —класс правых R-модулей, замкнутый относительно изо-
морфных образов и прямых слагаемых, p : X →M — эпиморфное X -накрытие правого R-модуля
M и End(X)—полурегулярное кольцо.
Теорема 3.43. Если M —X -дискретный модуль, то кольцо EndM является полурегуляр-
ным и J(EndM) = ∇(M).
Следствие 3.44. У каждого неразложимого X -дискретного модуля кольцо эндоморфизмов
является локальным.
Следствие 3.44 непосредственно вытекает из теоремы 3.43.
Теорема 3.45. Если M —X -дискретный модуль, то M является конечно заменяемым мо-
дулем.
Теорема 3.45 непосредственно следует из теоремы 3.43 и [53, предложение 1.6].
Теорема 3.46. Если M —X -идемпотентно-коинвариантный модуль, то модуль M являет-
ся X -дискретным в точности тогда, когда ∇(M) = J(EndM) и EndM/∇(M)— регулярное
кольцо.
Кольцо R называется чистым, если каждый элемент r из R представим в виде r = e+ u, где
e2 = e ∈ R и u— обратимый элемент из R. Модуль M называется чистым, если EndM —чистое
кольцо.
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Теорема 3.47. Если M —X -дискретный модуль и End(X)—чистое кольцо, то кольцо
EndM является чистым.
Лемма 3.48. Пусть M — квазинепрерывный модуль и u :M → E(M)—инъективная оболоч-
ка модуля M . Тогда следующие условия равносильны:
(1) M —непрерывный модуль;
(2) каждый существенный мономорфизм M →M является изоморфизмом;
(3) если для идемпотентов e1, e2 ∈ End(E), e
′
1, e
′
2 ∈ EndM выполнены равенства eiu = ue
′
i
(i = 1, 2), для гомоморфизмов α, α′ коммутативна диаграмма
e′1(M) e
′
2(M)
e1(E) e2(E)
✲α
′
❄
u
❄
u
✲α
и α—изоморфизм, то α′ —изоморфизм.
Доказательство. Эквивалентность (1)⇔(3) проверяется непосредственно. Эквивалентность (1)⇔
(2) следует из [51, лемма 3.14]. 
Модуль M называется непрерывным, если M —квазинепрерывный модуль и каждый подмо-
дуль модуля M , изоморфный замкнутому подмодулю в M , — прямое слагаемое в M .
Пусть u : M → Y —Y-оболочка модуля M . Модуль M называется Y-непрерывным, если вы-
полнены следующие условия:
(1) M —Y-идемпотентно-инвариантный модуль;
(2) если для идемпотентов e1, e2 ∈ End(E), e
′
1, e
′
2 ∈ EndM выполнены равенства eiu = ue
′
i (i =
1, 2), для гомоморфизмов α, α′ коммутативна диаграмма
e′1(M) e
′
2(M)
e1(E) e2(E)
✲α
′
❄
u
❄
u
✲α
и α—изоморфизм, то α′ —изоморфизм.
До конца настоящего пункта будем предполагать, что Y —класс правых R-модулей, замкнутый
относительно изоморфных образов и прямых слагаемых, u :M → Y —мономорфная Y-оболочка
правого R-модуля M и EndR Y —полурегулярное кольцо. Имеет место кольцевой гомоморфизм
Φ : EndM → S/J(S), определенный согласно правилу Φ(f) = f¯ + J(S), где f¯ : Y → Y —
гомоморфизм, для которого выполнено равенство f¯ ◦ u = u ◦ f . Пусть ∆(M) = Ker(Φ). Тогда
имеем мономорфизм колец Φ¯ :M/∆(M)→ S/J(S).
Следующие четыре утверждения являются двойственными аналогами соответственно тео-
рем 3.43, 3.45, 3.46 и 3.47.
Теорема 3.49. Пусть M — Y-непрерывный модуль. Тогда кольцо EndM является полурегу-
лярным и J(EndM) = ∆(M).
Теорема 3.50. Если M —Y-непрерывный модуль, то модуль M является конечно заменяе-
мым.
Теорема 3.51. Пусть M — Y-идемпотентно-инвариантный модуль. МодульM является Y-
непрерывным в точности тогда, когда ∆(M) = J(EndM) и кольцо EndM/∆(M) регулярно.
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Теорема 3.52. Если M —Y-непрерывный модуль и End(Y )—чистое кольцо, то кольцо
EndM является чистым.
Из приведенных выше результатов следуют следующие хорошо известные свойства дискретных
и непрерывных модулей.
Следствие 3.53. Пусть M —правый R-модуль. Имеют место следующие утверждения:
(1) если M —непрерывный модуль, то
(a) EndM —полурегулярное кольцо;
(b) M — конечно заменяемый модуль;
(c) EndM — чистое кольцо;
(2) если M — дискретный модуль и R— совершенное справа кольцо, то
(a) EndM —полурегулярное кольцо;
(b) M — конечно заменяемый модуль;
(c) EndM — чистое кольцо;
(3) если M —конечно порожденный дискретный модуль и R—полусовершенное кольцо, то
(a) EndM —полурегулярное кольцо;
(b) M — конечно заменяемый модуль;
(c) EndM — чистое кольцо.
Доказательство. (1) следует из теорем 3.49, 3.50 и 3.52, если в этих теоремах положить Y равным
классу всех инъективных правых R-модулей.
Пункты (2) и (3) следуют из теорем 3.43, 3.45 и 3.47, если в этих теоремах положить X равным
классу всех проективных правых R-модулей. 
Замечание 3.54. Изложение последних двух пунктов основано на неопубликованных резуль-
татах, полученых А. Н. Абызовым, П. А. Гиль Асенсио, Ч. К. Куинем и Р. Х. Тином.
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